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Eine uberraschende Eigenschaft groBer realer Netzwerke
,Kleine Welten” — ein recherchierbares Phanomen
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Das Orakel verrat: Wer hat mit wem Uber wie viele Ecken gedreht?

Kevin Bacon ist ein amerikani-
scher Film- und Fernsehschau-
spieler, der frither nur Neben-
rollen spielte und bis Ende der
1990er-Jahre kaum bekannt
war. Das dnderte sich schnell,
als 1996 die Website ,,The
Oracle of Bacon® (vgl. www.
oracleofbacon.org) des Infor-
matikers Brett Tjaden von der
Universitdt Virginia im Time
Magazine als eine der ,,Top
Ten* ausgezeichnet wurde. Wo-
rum geht es dabei?

Oracle of Bacon

Graphen und Knoten zeigen
Beziehungen an

Abb. 1 zeigt einen Ausschnitt
aus dem ,,Zusammenarbeits-
graphen® von Filmschauspiele-
rinnen und Filmschauspielern
(hier kurz ,,Akteure® genannt),
die die Knoten dieses Graphen
bilden: Zwischen zwei Akteu-
ren verlduft genau dann eine
Kante, wenn sie gemeinsam in
einem Film mitgewirkt haben,
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wobei zusitzlich je ein solcher
,vermittelnder” Film eingetra-
gen ist, der die betreffende Kan-
te markiert (es kann zwischen
jeweils zwei Knoten mehrere
vermittelnde Filme geben): So
hat Kevin Bacon mit Donald
Sutherland ,,zusammengear-
beitet*, weil beide (zumindest)
in dem Film ,,Animal House*
mitgewirkt haben, und geméif
Abb. 1 hat Donald Sutherland
mit Nicole Kidman in dem Film
,,Cold Mountain“ zusammenge-
arbeitet und so fort. Durch diese
Kette von Ereignissen ,,unmit-
telbarer Zusammenarbeit® er-
gibt sich zwischen Kevin Bacon
und Kate Winslet eine ,,mittel-
bare Zusammenarbeit”, die
durch ,4 Schritte® in diesem
Graphen gekennzeichnet ist.
Abb. 1 zeigt aber auch einen
anderen ,,Weg“ von Kevin Ba-
con zu Kate Winslet, der nur
2 Schritte umfasst, namlich tiber
Bill Paxton. Abb. 2 zeigt dazu
einen Ausschnitt als einen auf
das Wesentliche reduzierten
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Abb. 1: Ausschnitt aus dem Zusammenarbeitsgraphen

Untergraphen, der die vermit-
telnden Filme nicht mehr ent-
hélt.

Ein Untergraph U eines Gra-
phen G besteht aus einer Teil-
menge der Knotenmenge von G
und allen Kanten zwischen die-
sen Knoten, die auch in G ent-
halten sind. Der ,, Abstand‘
d(A4,B) zweier Knoten A und B
ist die Ldnge eines kiirzesten
Weges zwischen A und B (deren
es mehrere geben kann), falls
zwischen A und B kein Weg exis-
tiert, ist d(A,B) := 0.

Eine Datenbank gibt Auskunft

Die Internet Movie Data Ba-
se, www.imdb.com, eine stian-
dig aktualisierte Datenbank,
dient der Erfassung aller welt-
weit agierenden (sowohl leben-
den als auch nicht mehr leben-
den) Akteure und ,,ihrer* Fil-
me. Der aus all diesen Akteuren
bestehende Zusammenarbeits-
graph (englisch ,,collabora-
tion graph®) sei hier ,,Akteurs-
Graph* genannt und mit Ca be-
zeichnet. Fiir alle Akteure A €
Ca ist die ,,Bacon-Zahl von A*
der Knotenabstand d(A, Ba-
con). So hat Kate Winslet bisher
die Bacon-Zahl 2 (es gibt der-
zeit noch keinen kiirzeren Weg),
und Donald Sutherland hat

John Gielgud

Abb. 2: Reduzierter Graph
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schon jetzt die Bacon-Zahl 1.
Die (zeitabhidngige!) Bacon-
Zahl eines Akteurs beschreibt
damit dessen aktuellen ,,film-
schauspielerischen Verwandt-
schaftsgrad* zu Kevin Bacon.

Auf dieser Datenbank (s. 0.)
basiert das bereits erwahnte von
Brett Tjaden entwickelte Web-
Spiel ,,The Oracle of Bacon®,
das bei Eingabe eines beliebi-
gen Akteurs dessen aktuelle Ba-
con-Zahl liefert. Dieses ,,Ke-
vin-Bacon-Orakel“ wird von
Patrick Reynolds stindig ak-
tualisiert und weiterentwickelt
(vgl. piki.org/patrick). So findet
man z. B. bei Heinrich George
(deutscher Schauspieler, 1893 —
1946) aktuell die Baconzahl 3
(Abb. 3, S. 42). In der Ergebnis-
anzeige werden vermittelnde
Filme (als Kanten) und ,,Zwi-
schenakteure* (als Knoten) an-
gegeben.

Dariiber hinaus konnen mit-
tels der Taste ,,Find a different
link* weitere Verbindungswe-
ge derselben Linge angefordert
werden. Und man kann die De-
fault-Eingabe ,,Kevin Bacon*
durch einen anderen Akteurs-
Namen ersetzen und damit also
den sog. Zusammenarbeitsab-
stand (,,collaboration distance*)
von zwei beliebigen, in der Da-
tenbank erfassten Akteuren er-
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Bacon-zahl = 1999 2009 1.9.2013 | 25.11.2013 | 14.2.2014

0 1 1 1 1 1

1 1.181 2,251 2.796 2.799 2813

2 71.397 225506 311.207 313.045 324.468

3| 124975 719767 | 1.059.651 | 1.078.865 | 1.120.484

4 25.665 178.784 266.847 276.680 281.275

5 1.787 12.205 21.002 22,296 21.410

6 196 1.040 2157 2.361 2.256

7 22 165 226 251 224

8 2 17 28 24 20

mittlere 2,81 2,98 3,00 3,006 3,001
Bacon-Zahl: ’ ’ ’ ’ ’

Datenbasis: =~ 225226 | 1.139.736 | 1.664.135 | 1.696.322 | 1.752.951

Tab. 1: Absolute Haufigkeiten der Bacon-Zahlen

mitteln — ein Abstand, der ggf.
0 ist.

Es mag verwundern, dass
Heinrich George von Kevin Ba-
con nur ,,3 Schritte entfernt* ist.
Allerdings: Man findet tatsidch-
lich ,,meistens* 3 als Bacon-
Zahl — und das ist die eigentli-
che Uberraschung!

Tabelle 1 zeigt die absoluten
Héaufigkeiten der Bacon-Zah-
len zu verschiedenen Zeitpunk-
ten. Insbesondere ist § die bis-
her grofite aufgetretene end-
liche Bacon-Zahl, also gilt:
d(A, Bacon) € {0, 1, ..., 8, oo}
fiir alle A € Ca. Abb. 4 visua-
lisiert die zeitliche Entwick-
lung: In den zehn Jahren von

Heinrich George has a Bacon number of 3.

Heinrich George

was in
Erdgeist (1923)
with

1999 bis 2009 ist die mittlere
Bacon-Zahl (gebildet aus allen
endlichen Bacon-Zahlen) trotz
Verflinffachung der Datenba-
sis kaum groBer geworden, und
auch in den folgenden Jahren ist
sie nahezu konstant geblieben.

Ubrigens: Wie kann es sein,
dass von September 2013 bis
Februar 2014 die absolute Héu-
figkeit der Bacon-Zahl 8 mehr-
fach gesunken ist? Eine gute
Frage ...

Dariiber hinaus zeigt Abb. 5
auf der Basis von Tab. 1 die Ver-
teilung der relativen Héufigkei-
ten der Bacon-Zahlen: Die Héu-
figkeitsverteilungen fiir die Jah-
re 2009 und 2013 sind nahe-
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Abb. 3: Orakel-Auskunft zum deutschen Schauspieler Heinrich George

zu identisch, und sie weichen
selbst gegeniiber der Verteilung
von 1999 (punktiert dargestellt)
nur geringfligig ab.

Die Erd6s-Zahl

Unter Mathematikern ist schon
langer die sogenannte ,,Erd6s-
Zahl“ bekannt, die dhnlich wie
die Bacon-Zahl definiert ist.
Sie bezieht sich auf den gro-
Ben ungarischen Mathemati-
ker Pal Erd6s (1913 — 1996),
und ihr liegt der (zeitabhidngi-
ge) ,.collaboration graph* aller
(weltweit!) sowohl lebenden
als auch verstorbenen, je-
weils publiziert habenden
Mathematiker(innen) zugrun-
de. Zwischen zwei Autoren
verlduft genau dann eine Kan-
te, wenn sie mindestens eine
Publikation gemeinsam ver-
fasst haben (wobei auch weite-
re Autoren beteiligt sein kon-
nen). Die Informationen kann
man der ,,MathSciNet”“ ge-
nannten Datenbank entnehmen,
vgl. www.ams.org/mathscinet/
collaborationDistance.html.

Kleine Welten

Der Tab. 1 kann man neben den
mittleren Abstdnden zu Bacon
und der jeweiligen Datenbasis
(November 2013 war die mitt-
lere Bacon-Zahl 3,01 bei einer
Datenbasis von 1696 322) auch
den maximal mdglichen Kno-
tenabstand entnehmen: Wihlt

man ndmlich in diesem Gra-
phen — genannt ,,Bacon-Graph*
— zwei beliebige Schauspieler
A und B, dann gibt es zwischen
beiden auf jeden Fall einen
Weg iiber Bacon, und weil ge-
maéf Tab. 1 sowohl d(A, Bacon)
< 8 als auch d(B, Bacon) < 8
gilt, folgt d(A, B) < 16, (tat-
sdchlich ist d(A, B) < 15). Ana-
log zum Bacon-Graphen gibt es
passend zu den Erdds-Zahlen
auch einen ,,Erdés-Graphen®,
und fiir den gilt d(A,B) < 26.

Der maximale Knotenab-
stand eines Graphen ist gra-
phentheoretisch sein Durch-
messer, der hier im Vergleich
zur sehr groflen Datenbasis sehr
klein ist. Das hat zur Folge,
dass jeweils auch der mittlere
Knotenabstand ,,relativ klein*
ist, ndmlich notwendigerwei-
se kleiner als der jeweilige ma-
ximale Knotenabstand. Das be-
deutet per saldo eine ,,schnel-
le Durchsuchbarkeit* des Gra-
phen. Beides zusammen — also
ein kleiner Durchmesser und
folglich ein kleiner mittlerer
Knotenabstand — war urspriing-
lich kennzeichnend fiir ,,Kleine
Welten“.

Bekannt iiber mehrere Ecken
Dieses ,,Kleine-Welt-Phéano-
men* passt zu der Erfahrung,
wenn man etwa als vollig Frem-
der zu einer Party oder einer an-
deren Versammlung stof3t und
nach kurzer Unterhaltung fest-
stellt, dass man mit einem ande-
ren Teilnehmer einen gemeinsa-
men Bekannten hat — was man
dann etwa kommentiert mit:
»Ach, wie ist die Welt doch
klein!

Die englische Bezeich-
nung ,,small-world phenome-
non“ wird dem Psychologen
Stanley Milgram zugeschrie-
ben, der 1967 ein Experiment
durchgefiihrt hat: Er schickte
Hunderte von Briefen an Men-
schen in Nebraska und bat sie,
diese Nachricht an einen per-
sonlichen Bekannten weiterzu-
geben, der sie wieder an einen
Bekannten weiterreichen sollte,
und so weiter, bis sie schlielich
bei dem namentlich genannten
Empfénger, einem Borsenmak-
ler in Boston, eintreffen wiirde.
Die , Mitwirkenden an diesem
Versuch kannten also lediglich
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Abb. 4: Zeitliche Verdnderung der mittleren Bacon-Zahl aufgrund der
mit den Jahren zunehmenden Datenbasis

den Namen des vorgesehenen
Empféngers, nicht aber dessen
Adresse. Diejenigen Briefe, die
ihren Bestimmungsort erreich-
ten, hatten im Durchschnitt
sechs Zwischenstationen durch-
laufen, was dann ,,Six Degrees
of Separation” genannt wurde
und 1990 zu einem gleichnami-
gen Schauspiel von John Gua-
re fuhrte, das 1993 oscarreif
verfilmt wurde. (Trailer unter
www.imdb.com/video/screen-
play/vi3416524057/). Die Pro-
tagonistin Ouisa sagt hier:
Everybody on this planet is se-
parated by only six other peo-
ple. Six degrees of separation.
Between us and evereybody else
on this planet. The president of
the United States. A gondolier
in Venice ...

Weitere ,,Kleine Welten*

Das Kleine-Welt-Phdnomen ist
typisch fiir viele reale, grof3e
»Netzwerke®. So konnte z. B.
gezeigt werden, dass zwei be-
liebige chemische Stoffe in ei-
ner Zelle fast immer iiber nur
drei Reaktionen miteinander
verbunden sind, und im World
Wide Web mit seinen (im Stand
von 2004) mehr als drei Milli-
arden Dokumenten liegen zwei
Web-Seiten typischerweise nur
19 Klicks auseinander. Da-
bei muss man {ibrigens zwi-
schen dem Internet als einem
ungerichteten Graphen (Kno-
ten: Server, Router, Compu-
ter; Kanten: Datenleitungen un-
terschiedlichen Typs) und dem
World Wide Web (WWW) als
einem gerichteten Graphen
(Knoten: Web-Seiten; Kan-
ten: Hyperlinks) unterscheiden,
wobei auch das Internet eine

»Kleine Welt“ ist. (Streng ge-
nommen kann man daher nicht
im Internet surfen, sondern nur
im WWW!)

Naben: Mittelpunkte in
einem Graphen

Typisch fiir Kleine Welten ist
das Vorhandensein sogenannter
,Naben*“. Das sind Knoten mit
einem — im Vergleich zur Mehr-
heit der anderen Knoten — be-
sonders hohen Knotengrad, al-
so mit besonders vielen Kan-
ten zu anderen Knoten. Solche
Naben sind in gewissem Sinn
,Mittelpunkte® in ihrem zuge-
horigen Graphen, weil sie ei-
nen sehr kleinen mittleren Ab-
stand zu den anderen Knoten
aufweisen. Sie treten auch in
den vorgestellten Zusammen-
arbeitsgraphen auf. So ist bei-
spielsweise Kevin Bacon im
Akteursgraphen eine Nabe, al-
so ein ,,Mittelpunkt“, und dazu
gehort die Bacon-Zahl von ak-
tuell etwa 3,00 als mittlerer Ab-
stand zu den anderen Akteuren.
Aber Patrick Reynolds teilt auf
der von ihm gepflegten Website
oracleofbacon.org mit, dass er
(Stand: April 2013) insgesamt
369 Akteure gefunden habe,
die ein ,,besserer Mittelpunkt™
als Bacon seien, beispielswei-
se Sean Connery mit dem mitt-
leren Abstand 2,937 zu den an-
deren Akteuren (so gibt es auch
eine ,,Connery-Zahl“). All die-
se Akteure sind ebenfalls Na-
ben in diesem Zusammenar-
beitsgraphen.

Naben ermoglichen kurze
Verbindungen in ihren Graphen,
und sie sind die eigentliche Ur-
sache fiir das Kleine-Welt-Phi-
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Abb. 5: Verteilung der relativen Haufigkeiten der Bacon-Zahlen
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nomen. Sie sind aber fiir ,,natiir-
liche* groBe Graphen, die man
auch ,,Netzwerke* nennt, ein
grofes Problem: Wihrend sol-
che Netzwerke den Ausfall ein-
zelner, stochastisch gewihlter
Knoten problemlos verkraften,
sind sie extrem anfillig gegen-
iiber gezielten zerstorenden An-
griffen auf Naben. Andererseits
kann das z. B. pharmakologisch
vorteilhaft genutzt werden bei
der Bekdmpfung von Erregern
(die als Naben auftreten).

Cliquenhaftigkeit und
Kleine Welten

Kleine Welten sind nun nicht
nur durch das Vorliegen eines
kleinen Durchmessers (bzw.
eines kleinen mittleren Kno-
tenabstands) und durch Na-
ben gekennzeichnet, sondern
auch zusétzlich durch eine hohe
Cliquenhaftigkeit, die sich in ei-
nem ,,moglichst hohen* globa-
len Clusterkoeffizienten zeigt —
in folgendem Sinne:

In vollstindigen Graphen
sind je zwei Knoten durch eine
Kante verbunden. Ein vollstin-
diger Untergraph eines Graphen
ist eine Clique; so bilden etwa
die Eckpunkte eines Tetraeders
mit den Tetraederkanten eine
Clique. (Anschaulich: In einer
Clique ist jeder mit jedem be-
kannt oder befreundet.)

Der von den ,,Nachbarkno-
ten“ eines Knotens P gebildete
Untergraph U(P) eines Graphen
G sei Cluster (Haufen) von G
genannt. Ein Cluster kann ggf.
eine Clique sein. C(P), der lo-
kale Clusterkoeffizient von P,
ist ein numerisches Mal fiir
die Cliquenhaftigkeit von P mit

) — fast identisch mit 2013 (

)

0 < C(P) < 1. Genau dann ist
C(P) = 1, wenn das Cluster
U(P) vollstdndig ist, und genau
dann ist C(P) = 0, wenn U(P)
keine Kanten enthilt. Der glo-
bale Clusterkoeffizient von G
ist das arithmetische Mittel al-
ler seiner lokalen Clusterkoeffi-
zienten.

Fazit

Der Einsatz des Computers
steht hier nicht im Vordergrund,
obwohl mit Hilfe eines Brow-
sers wichtige Primérerfahrun-
gen liber das ,,Oracle of Bacon“
zu gewinnen sind, die dann zu
einem Staunen fithren sollten
und zu analysieren sind. Insbe-
sondere ist es ratsam, iiber ei-
nen ldngeren Zeitraum Daten
gemil Tab. 1 zu erfassen und
diese graphisch auf geeigne-
tem Wege zu strukturieren. Ziel
sollte es sein, das Kleine-Welt-
Phénomen auf diese Weise ex-
emplarisch kennenzulernen und
dabei die Bedeutung von Naben
fiir groBBe Netzwerke wie z. B.
das Internet zu erfahren. Denn
nicht der ,,Computereinsatz™ ist
wichtig, sondern ,,Bildung ist
das Paradies*!
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