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,JFundamentale Ideen* und
,Historische Verankerung*

dargestellt am Beispiel der Mittelwertbildung

von
Horst Hischer, Braunschweig

Zusammenfasaung: In der Mathematikdidaktik sind wir derzeit Zeugen einer Verunsi-
cherung beziiglich altbewéhrter Ziele, Inhalte und Methoden — povaziert durch den
Computer und seine Gefolgschaft. In desem Zusammenhang wird neuerdings wieder an
das auf Bruner zurtickgehende Konzept der ,fundamentalen Ideen* angeknupft. Da én
wesentli ches Kennzeichen fundamentaler Ideen — reben anderen — drin besteht, daf3
siein der historischen Entwicklung der Mathematik aufzeigbar sind, liegt eine Néhe zum
Konzept der , historischen Verankerung® vor: Und zwar soll mit diesem eine innermathe-
matische Beziehungshaltigkeit erreicht werden (indem sie @ne Belegung der methodi-
schen Variablen ,,Verbindung* von Vollrath darstellt). In desem Sinn kann dann Ge-
schichte der Mathematik ein spannender didaktischer Aspekt bei der inhaltlichen und
methalischen Gesttung von Mathematikunterricht sein.

Dieses didaktische Anliegen wird exemplarisch am Beispiel der Mittelwertbildung ver-
deutlicht, indem die These vertreten wird, dal3 de Mittelwertbildung zu den fundamen-
talen Ideen der Mathematik gehdrt. Schliefst man sich dem Konzept von Heymann kezlig-
lich fundamentaler Ideen an (die bei ihm ,zentrale Ideen” heil3en), so wiirde dann all er-
dings folgen, dal es ,, fundamentale Ideen” auf zumindest zwei unterschiedli chen Konkre-
tisierungsiveaus gibt!

Summary: In mathematics education there is a sort of uncertainty at present with regard
to approved gaals, contents and methods — caused by the computer and its consequen-
ces. In this context a comeback of Bruner’s concept of , fundamental ideas* can be obser-
ved. One of the characteristics of f. i. in mathematics is their correspondence to the histo-
ry of mathematics; therefore, in forming aut contents and methods in mathematics educa-
tion, the history of mathematics may be serve as an interesting aspect.

This didactical desire is now to be demonstrated by the example of mean values. The
thesis is advanced that forming mean values belongs to the fundamental ideas of mathe-
matics.
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Vorbemerkung

Im Rahmen der aktuellen Allgemeinbil dungsdiskusson werden in letzter Zeit
auch wieder ,fundamentale Ideen” erortert. Dabel i st trotz unterschiedli cher Auf-
fassungen en gemeinsamer Kern desen erkennbar geworden, was
»fundamentale |deen der Mathematik* sein kénnten, und zwar, wie e Schweiger
1992 herausgearbeitet hat:

Fundamentale | deen der Mathematik ...

[ sind aufzeigbar in déiistorischen Entwicklung der
Mathematik,

> geben (zumindest partiell) Aufschluf3 Uloles Wesen der
Mathematik, deskriptiv

@ sind, gewissermal3en aschetypen des Denkens, auch
aul3erhalb der Mathematik auffindbar,

{t sind tragfahig, um curriculare Entwirfe des Mathematik-

unterrichtsvertikal zu gliedern, )
normativ

&~ sind geeignet, den Mathematikunterricht beweglicher und
durchsichtigerzu gestalten.

Die ersten drei Kriterien haben deskriptiven Charakter, d. h., sie kénnen
hilfreich sein bel der Suche nach fundamentalen Ideen im Rahmen von
Bildungsplanung. Die letzten beiden Kriterien hingegen sind praskriptiv bzw.
normativ, d.h. sie bringen Erwartungen an einen gemald solchen Ideen
konzipierten Unterricht zum Ausdruck. Uber diese fiinf Aspekte hinaus ist noch
zu berticksichtigen, dal3 de Bedeutsamkeit von Ideen mit zunehmender Prazision
abnimmt, insbesondere also:

Fundamentale |deen der Mathematik ...

= sind eher vage als préazise.

Ideen werden somit erst dadurch ,fundamental”, dald sie @n hinreichendes Mal3
an Allgemeinheit undJnschérfebesitzen, so etwa die ,Idee der Zahl*".

1 vgl. [Schweiger 1992, S, 207]
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Dies alles sei nun erlautert am Beispiel der

.Mittelwertbildung“ — Was ist das eigentlich?

Wir betrachten dazu de
nebenstende  Abbildung
(Abb. 1). Als Physker
wird man diese wohl as
Weg-Zeit-Diagramm  in-
terpretieren, und de Stei-
gungen der Dreiedksseiten
konnten dann z.B. die
Geschwindigkeiten  von
Autofahrern sein. Es ist
damit offenbar folgende
Situaion modich:

Einer der beiden Autofah- Abb. 1

rer (dunkelgrau dargestellt) fahrt z. B. der Relhe nach mit den konstanten
Geschwindigkeiten 30 km/h und 100 kn/h, der andere dagegen (hellgrau darge-
stellt) mit den jeweil s gréflReren Geschwindigkeiten 70 km/h und 120 kn/h, den-
noch hat der dunkelgraue, scheinbar ,langsamere”, eine grof3ere Durchschnitts-
geschwirdigkeit »; als der hellgraue, schéiar ,Uberall schnédre®.

Wir konnen diese Abhildung aber auch anders interpretieren: Die beiden
Dreiedcke stehen fur die Bewertung von zwel Klausuren mit jeweils 2 Aufgaben.
Horizontal wird de jeweil s erreichbare Punktzahl abgetragen, vertikal hingegen
die jeweilsindividudl erreichte Punktzahl. Die beiden Klausuren stimmen dann
zwar in der ereichbaren Gesamtpunktzahl Uberein, nicht jedoch in der
Verteilung der erreichbaren Punkte auf die beiden Aufgaben. Somit liegt hier die
kurisose Situation vor, dal3 bei der hellgrau dargestellten Klausur beide Aufgaben
fir sich genommen prozentual eine hohere Bewertung haben als die
entsprechenden Aufgaben bel der dunkelgrau dargestellten Klausur — was wir
an den Steigungen sehen — dennoch aber die Gesamtbewertung der ,, dunkel-
grauen* Klausur besser ausfdllt als die der ,hellgrauen”. Gespréchsgoff fur das
Lehrerzimmer!?

Hohere Einzelbewertungen fiihren somit nicht notwendig zu einer héheren Ge-
sambewertung, ggf. sogar zu einer niedrigeren! In Anlehnung an Jérg Meyer:

Man kann also global verlieren, obwohl man Gberall lokal gewinnt!

2 |n Abwandung einer Formulierung von [Meyer 1994: Man kann lokal gewinnen,
aber global verlieren.
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Présentiert man dieses Phdnomen mathematischen Laien ohne éne solche Ver-
anschaulichung, so liegt fir sie én eklatanter Widerspruch vor, den sie intuitiv
mit Alltagswiseen kaum auflésen koénnen (Archetypen des Denkens!).
Mathematiker hingegen werden in diesen Beispiden das ©g. ,Simpson-
Paradoxon“ aus der Sistik wiedererkennen.

Fir das Simpson-Paradoxon hat nun Th. Jahnke die Vermutung ausgesprochen,
da3 zwel grundlegende Vorstellungen kongitutiv fir das Entstehen dieses
scheinbaren Widerspruchs snd: ndmlich die Vorstellung von Mittelwertbildung
einersaits und de von Seigung bzw. Wachstum andererseits. 3 Wenn wir nun die
Abbil dung wieder als Klausurkorrektur interpretieren, so wird de Gesamtbewer-
tung hier nach fglendem Muster vorgenommen:

a_c_a+c

b d b+d
Diese neuartige ,Bruchaddition* wirde zwar im Mathematikunterricht aus Schi-
lersicht manches |eichter machen, doch leider ist sie bekanntlich nicht wohldefi-
niert! — Der Grund dafir liegt darin, dafd ein Bruch Ubli cherwel se doppeldeutig
ist, weil er sowohl als Aquivalenzklasse als auch als Reprasentant dieser Klass,
also als Zahlenpaar, gedeutet werden kann.

Diese falsche Art der ,,Bruchaddition” hat dennoch Tradition, denn sie wurde
bereits vor Uber 500 Jahren im Jahre 1484 von dem franzdsischen Arzt Nicolas
Chuquet in seiner dreiteiligen Abhandlung tber Zahlen (, Triparty en la science
des nombres* 4) verwendet, und er beschrieb auch den GroRenvergleich dieser
drei Briiche, den wir in heutiger Notation wabgt darstell en wiirden:

| | 2. o are ¢ (damals fUlN* zu formulieren!)
b d b b+d d

a,b,e,dJIR,

Zum Bewels gentigen Kenntnise von Klase 9. Da der ,Summenbruch” also
zwischen den beiden Ausgangsbriichen liegt, ist er ein Mittelwert zwischen

diesen, den man aus historischen Griinden Chuquet-Mittel von 4 und 5

nennt. > Diese Ungleichungskette 143t sich nun einfach veranschaulichen, indem
man die Briche als Steigungen interpretiert, worauf z. B. auch Th. Jahnke
hingewiesen hat (Abb. 2):

3 vgl. [Jahnke 1993]
4 vgl. [Boyer 1968, S. 304]

5 vgl. [Boyer 1968 S. 305, [Herget 1985 (die von [Jahnke 1993 vorgeschlagene Be-
zeicmung ,Ampére-Mittel* ware dann jedoch historisch nicht gerechtfertigt)
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Chuquet-Mittel (Nicolas Chugquet 1484) Das Chuquet-Mittel erscheint dann as
ot C Seigung dr Verbindungsstreckeund damit

a < — < . .

b " b+ d als mittlere Steigung.
ZHZI Lg ¢] Beriicksichtigen wir, da3 de Chugquet-Mit-
+

tel-Addition auf Repréasentanten von Bri-
) chen angawendet wird, so liegt mit dem
> a 4 ,Chuquet-Mittel“ also dffenbar ein , Mittel-
wert" zwischen dieen Briichen vor!

In sliddeutschen Gegenden kennt man diesen
Sachverhalt auch as og. ,, Schorle-Aufgabe*:

Du hast zwei Schorgdser mit jeweils einem bekannten Mischungs-
verhéltnis aus Wein und Selters. Welches Mischungsverhaltnis ergibt
sich, wenn man beide Glaser zusammenschifitet?

Das Chuquet-Mittel gibt dann die gesuchte Antwort, und es ist anschaulich
einleuchtend, dal3 das Mischungsverhdltnis der Mixtur zwischen denen der
beiden Ausgangsmischungen liegen mufd Und es ®i noch ergénzt, da3 man das
Chuquet-Mittel auch in der Zahlentheorie kennt, und zwar unter der Bezeich-
nung ,Mediante” bei den sog. ,Farey-Folgeh“.

Abb. 2

Aber nochmalsdie Frage: Wasist eigentlich ein Mittelwert?

Betrachten wir die Beispiele % O 1—10 :% und % O % :1% , SO wird hier
in beiden Fallen der Mittelwert von 0,1 wnd 04 gebildet, und je nach Wahl des
Représentanten erhielten wir unterschiedliche Ergebnisse, - oder 1, also unter-

schiedliche Mittelwerte®. Und offenbar kénnen wir wegen der Mogli chkeit des
Erweiterns bzw. Kirzens auf diese Wese beliebig vidle Mittelwerte” dieser bei-
den Zahlen erhalten!

Im Sinne diesr Gedankengangs verallgemeinern wir den Sachverhalt und
denken ungine bdliebige

Mittelwertfurktion M :IR? - IR,

6 nach einem Hinweis von Johannes Schornstein, Freiburg

7 vgl. z. B. [Scheid 1991, S. 62]
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gegeben, deren Funktionswerte M(x,y) wir ,Mittelwerte* nennen und de wir
nun ndher untersuchen wollen. Wir -
wahlen zunéchst die Katheten der Steigung y
beiden Steigungsdreiecke so, dal3 sie
dieLangen 1 wnd x bzw. 1 wd y | |steigung 775
haben. Die Hypotenusen haben dann |
die Steigungen x bzw. y (Abb. 3), <J>

und als mittlere Steigung und damit y

als ,Mittelwert von x und y er- <
halten wir das Chuquet-Mittel 1 Steigung x

—

XY = Xty
1 0 17 1]
also dasrithmetische Mittel. Abb. 3
Wenn wir nun das zweite Steigungs- i . steigung y
dreieck mit einem positiven Streck- | Jede Steigung zwischen
faktor A hnlich verzerren, kénnen | * und y kann
wir dann as ,mittlere Steigung® | ErTeicht werden:
offenbar jeden Wert zwischen x und | | x +Ay -ty

y erhaten, wobei A zwischen 0 I+A
und oo variiert (Abb. 4), d. h. wir __—
konnen erwarten, ein geeignetes A AY =T ¥ steigung x
zu finden, so daR gilt: A= x
— Ay _ x+A
M(x,y)=4£05 =25, dso , ] 3
=2 mit m= M(X, y). Abb. 4

Hierbel ist A nicht etwa eine Konstante, sondern ein Term in x und . Ist an-
dererseits A alsbeliebiger Term in x und y gegeben, so ist dann mdgli cherwei -
se durch

— x+A —x A
M(x,y) =737 (E£0%)
ene Mittelwertfunktion erklért.
Wir merken nun aber, dal es einer Prazsierung dessen bedarf, was man unter
einer ,Mittelwertfunktion“ verstehen will! Unabhéngig davon liegt also die
Vermutung nahe, da3 sich numerische Mittelwerte stets als Chuquet-Mittel
auffassen lasen und auch umgekehrt — dal3 also das Chuquet-Mittel eine allge-
meine Form eines numerischen Mittelwerts ist. So kénnte man zu einer Theorie
numerischer Mittelwerte gelangen! Interessanterweise wurde nun genau das

Langenverhéltnis ﬁ bereits vor rund 2500 Jahren von den Pythagoreern

verwendet, um unterschiedliche Mittelwerte zu charakterisieren! 8

8 vgl. [Hischer 1994 a] und [Hischer & Scheid 1995]
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In diesem Sinne finden wir bei den Pythagoreern bereits eine erste Theorie der
Mittelwertel

.Mittelwertbildung“ als fundamentale Idee

Zuriick zum Simpson-Paradoxon und den beiden Eingangsheispielen: ,Mittel-
werte” bilden also insofern fir uns eine ,grundlegende Vorstdlung”, als man
nicht Mathematik studiert haben muf3 um die Paradoxie in diesen Beispielen zu
spuren — offenbar reicht hierzu eine énfache ,Alltagskenntnis® lber Briiche
und evtl. noch Uber Prozentsitze aus. Die Mathematik ist jedoch hilfreich und
wohl auch nétig bei der Auflésung dieses Widerspruchs.

Mittelwerte bil den jedoch auch noch in einem weiteren Sinne é@ne ,grundlegen-
de Vorstellung” fir uns: Kulturgeschichtliche Untersuchungen zeigen namlich,
dal3 das Bilden von Mittelwerten die Menschheit beschéftigt hat, solange wir
schriftliche Uberlieferungen haben, und da’ de Idee des Bildens von Mittel-
werten zugleich die Mathematik von ihren ersten Anféngen bis in die heutige
Zeit wie ein roter Faen durchzieht. Ich greife einige markante Aspekte heraus:

— vor 4500 Jahren bei der babylonischen Approximation von Quadratwurzeln

fir ihre astronomischen Tabellen,

— vor 2500 Jahren bei den ,alteren Pythagoreern“ im Rahmen erstenayste
tischer Untersuchungen von Mittelweri@rhrer , Proportionenlehre” (s. 0.),

— im 3. Jht. v. Chr. bei den ,jliingeren Pythagoreern“ im Rahmen derdunter
chung von arithmetischen und geometrischen Folgen und Reihen,

— in der Neuzeit bei der Entwicklung der AnalysisBz Differenzenquotient,
Mittelwertsatze der Differential- und der Integralrechnung, bestimmtes
Integral als Mittelwert einer Funktion) und bei der Entwicklung der
Stochastik (zB. Hadigkeit, Median, Modalwert, Streuung, Varianz).

Ferner gibt es Mittelwerte in der Geometrie, z. B. Mittelpunkt, Mittelsenkredhte,
Winkelhalbierende und Seitenhalbierende. © Mittelwertbildung ist somit nicht
nur typisch fir einen bestimmten mathematischen Bereich, also etwa nur im
Sinne éner , bereichsgezifischen Strategie®, 10 vielmehr handelt es $ch um eine
Vorstdlung oder eine , Idee”, diein recht unterschiedlichen Formen und begriff-
lichen Fasurgen diegesanmte Mathematik durchzieht.

Ich formuliere daher die

9 vgl. [Filhrer 1985]

10 gemaR [Tietze & Klika & Wolpers 1982; Neubearbeitung 1997]
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These 1 Die ,Mittelwertbildung” ist eine fundamentale Idee. 11

Diese These verteidige ich mit Hilfe der eingangs genannten Kriterien fir funda-
mertale ldeen:

e Zun&chgt ist die , Vagheit” der Mittelwertbil dung hervorzuheben: Schon der
Begriff eines numerischen Mittelwerts ist dulferst viefaltig und keinesfalls
eindeutig, denn das ,, Chuquet’ sche Mittel“ zwischen zwei Briichen kann als
~Mittelwert interpretiert werden — wnd jeder ,,Mittelwert” zwischen zwel
Zahlen ist offenbar auch als ein Chuquet’ sches Mittel aufzufassen, wobel der
Begriff ,Mittedwert® noch einer begrifflichen Prazisierung bedarf. Es lasen
sich also beliebig vidle numerische ,Mittelwerte* (als zweistdlige Funk-
tionen) erkldren, die sémtlich verniinftigen axiomatischen Anspriichen an
Mittelwerthildung geniigen. Darliber hinaus gibt es , nicht-numerische Mit-
tel“, etwa in der Geometrie oder in der Stochastik, wenn es um qualitative
Merkmale geht.

« Desweiteren erflllt die Mittelwertbil dung” aber auch die weiteren deskripti-
ven Kriterien die an ,fudamertale Ideen” zu richten sind:

- Die ,Mittelwertbildung® ist aufzeigbar in der historischen Entwicklung
der Mahematik(wie ich bereits angedeutet habe).

- Die ,Mittelwertbildung” gibt (zumindest partiell) Aufschluf3 Gber das
Wesen der Mathematik
(Bei einer tiefergehenden Untersuchung dessn, was ,Mittdwerte” sind,
treten u. a. folgende wesentli che Aspekte mathematischen Tuns auf: Ver-
muten, Formalisieren, Beweisen, Widerlegen, Argumentieren, Veralge
meinern, Veanschalichen, Systematisieren und Theoriebildung.)

- Die ,Mittelwertbildung” ist auch auf3erhalb der Mathematik auffindbar
— gewissermalien als ein Archetyp des Denkens
(Gerade dieser Aspekt ist kennzeichnend fir viele Alltagsprobeme, so
etwa flr das Auftreten des ,, Simpson-Paradoxons’, und zwar Uber die auf
S. 6 erwédhnten sog. ,grundlegenden Vorstelungen“ im Sinne von
Jahnke.)

Hinsichtlich der beiden normativen Kriterien fir fundamentale Ideen ist nun fol-
gerdes zu beachten;

11 ygl. auch [Winter 1985], der hier einer von ,zentralen Idee* spricht
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* Fundamentale Ideen — wie z. B. die Mittelwertbildung — sollen bei der
Planung und Durchfihrung von Mathematikunterricht helfen, diesen
inhaltli ch zu strukturieren (ohne jedoch stets explizit im Vordergrund stehen
zu mussen).

Weiterhin sehen wir an diesem Beispiel, wie man kultur historische Aspekte der
Genese von Begriffen, Problemen und Ideen in den Unterricht einflief3en lassen
kann, und das fuhrt mich auf die

Historische Verankerung

Hier knlpfe ich zunéchst an den energischen Appell von Otto Toeplitz aus dem
Jahre 1927 ari?

(...) ale diese Gegenstande der Infinitesimalrechnurg, die heute ds kanoni-

sierte Requisiten gelehrt werden, der Mittelwertsatz, die Taylorsche Reihe,

der Konvergenzbegriff, das bestimmte Integral, vor allem der Differentialquo-

tient selbst, und ke denen nirgends die Frage beriihrt wird: warum so? wie

kommt man zu ihnen?, all e diese Requisiten also miisen doch einmal Objek-

te @nes gannenden Suchens, einer aufregenden Handlung gewesen sein,

namlich damals, as se geschaffen wurden. Wenn man an dese Wurzeln der

Begriffe zuriickginge, wirden der Staub der Zeiten, die Schrammen langer

Abnutzung van ihnen abfallen, und sie wiirden wieder als lebensvoll e Wesen

vor uns erstehen.
Toeplitz hatte hier die Vorstellungen von Felix Klein im Sinne der so genannten
~genetischen Methode” weiterentwickelt (vgl. Abb. 5 auf der néchsten Seite).
Damit wird im Sinne von Freudenthal und Wittmann , Beziehungshaltigkeit”
hergestellt, 13 und zwar €ine innermathematische Beziehungshaltigkeit. Zugleich
ist dies eine Belegung der methodischen Variablen ,Verbindung“, die Vallrath
1976 zur Planung und Beschreibung von Unterricht eingefiihrthat.
Da heute in der Padagogischen Psychologie der Begriff ,, genetische Methode" im
Sinnevon ,,ontogenetisch” gebraucht wird, hier jedoch die kulturhistorische Ent-
wicklung von Begriffen gemeint ist, habe ich statt dessen die Bezeichnung histo-
rische Verankerung vorgeschlagen 15 und kniipfe damit zugleich bewul¥ an die
LVverarkerung“ im Sinne von Ausubel an.

12 [Toeplitz 1927, S. 92], zitiert auch bei [Wittmann 1974, F9%8 127]

13 [wittmann 1974, 1978
14 [vollrath 1976]
15 [Hischer 1981; 1994 b, c]
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« Algorithmen
« Anwenden
P Argumentieren Unterrichtseinheiten
7/
/.
Unterrichtsphasen & Begriffsentwicklung (thematische Einheiten
N von mind. 1 Std.)
~_ « Formulieren

« Suchen von Zusammenhangen

Methodische
Vvariablen
(Vollrath 1976) o
e - N
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Freul
- Steuerung * Akzeniuierung e 197

JHistorische Verankerung"

innermathematische Bezieshungshaltigkeit
(Hischer 1981)

Abb. 5

Und zwar pladiere ich fir die Verwendung historischer Beispiele im Unterricht,
die sich als tragfahige Bausteine ener Unterrichtseinheit erweisen. Dabel sollten
sie gemald Toeplitz vom , Staub der Zeit* befreit und in heutiger Formulierung
dargestellt werden. ,, Geschichte der Mathematik erscheint in diesem Sinne als
didakischer Aspekt- zugleich wird eifBeitrag zur Kulturgeschichtgeliefert.

Fundamentale | deen der Mathematik als curriculare Strukturierungshilfe

Falls man sich meiner These anschlieldt, dald es sch bel der Mittelwertbil dung
um eine fundamentale Ideehanddt und falls man dann weiterhin geneigt ist, das
Konzept der fundamentalen Ideen im Sinne der normativen Forderungen auch
als curriculare Strukturierungshilfe fir den Mathematikunterricht zu prifen, so
entsteht sogleich die Frage nach weiteren fundamentalen Ideen oder gar nach
den fundamentalen Ideen schledthin. Die Literatur hierzu ist eher uniibersicht-
lich und irritierend, ja gar widerspriichlich. Die neuesten Uberlegungen hierzu
stammen von Hans-Werner Heymann, der insgesamt sechs lcher fundamenter
Ideenangibt, die er ,zentrale Ideen” nennt:

Die Idee
derZahl,
desMessens
desfunktionalen Zusammenhangs
desraumlichen Strukturierens
desAlgorithmusund
desmathematischen Modellierens
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Esist plausibd, da3 dese sechs Ideen die drei deskriptiven Kriterien fir funda-
mentale Ideen erflllen. Zugleich falt auf, da3 de Idee der Mittelwertbildung
nicht in diesen Rahmen hineinpal’t. Denn offenbar ist diese Ideetrotz der ihr an-
haftenden Vagheit viel konkreter als die sechs Heymannschen Ideen. Anderer-
saits erscheint sie gerade wegen ihrer Konkretheit viel unterrichtsnaher as die
eher zu allgemeinen Heymannschen ldeen, die wiederum wegen ihrer Allge-
meinheit und damit geringen Anzahl geegnet sind, in knapper Form grundsétz-
liche inhaltliche Aspekte des Mathematikunterrichts festzumachen.

Eine L6sung aus diesem Dilemma besteht in folgender

These2: Esgibt fundamentale |deen auf zumindest zwei ver schiedenen
Ebenen mit unterschiedlichem Konkretisierungsgrad.

Dies kdnnte dann etwa folgendermal3en aussehen:

Ebene 1| Zahl, Messen, funktionaler Zusammenhang, rdumliches
Strukturieren, Algorithmus, ...

Ebene 2| Mittelwert, Zahldarstellung, ..., Figur/Form/Muster, Symmetrie, l

Die Listen in diesen Ebenen sind prinzpiell offen zu denken, und zwischen den
Ideen dieser beiden Ebenen wird noch eine vernetzende Zuordnung zu treffen
sein. Im Unterricht sdber kdnnte es dann um das Wecken von Grundvorstellungen
zu solchen Begriffen, Verfahren und Argumentationsmustern gehen, die mit
diesen ldeen zusammenhangen.

Ich schlieffe mit der Skizze énes mehrfach vertikal erprobten Unterrichtsgangs,
um zu untermauern, wie auch die normativen Kriterien an fundamentale Ideen
umgesetzt werden kénnen.

Pythagor eische Mittelwerte (ab Jahrgang 9, vertiefbar bis Jahrgang 13)

Zum Eingtieg im Jahrgang 9 kann man den Schillerinnen und Schiilern Abbil -
dungen von Keil schrifttafeln zeigen, 16 die Hinweise auf redht gute sexagesmale
Approximationen fUr\/E(z 1,414213;) liefern, z. B.

24 51 10

1424, 51 L 10 414212,
+60 507 507 o)

16 babylonische Sammlung, Yale, YBC 7289, wiedergegeben z. B. in [Resnikoff &
Wells 1983, S. 65]
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Hier entsteht sogleich die Frage, wie die Babylonier so hervorragende Approxi-
mationen erhalten haben, und man kann als Lehrkraft erganzen, dal3 de Kell-
schrifttafeln dartiber zwar keine Auskunft geben, dal? wir jedoch indirekt dariber
Kennmnis erlangt haben:

So berichtet uns die Geschichtsschreibung, 17 daf3 Pythagoras von seinem Au-
fenthalt in Mesopotamien die Kenntnis dreier Mittelwerte mitgebracht habe,
welche schon friher von den Babyloniern fir ihre Berechnungen benutzt
wurden, ndmlich das arithmetische, das geometrische und das harmonische
Mittel. Und wie haben die Pythagoreer diese Mittelwerte beschrieben?

In heutiger Notation geben wir dazu zwel positive redle Zahlen x und y vor
mit dem Ziel, eine zwischen diesen beiden Zahlen liegende dritte Zahl m als
~Mittelwert* zu charakterisieren. Wir ver-

anschaulichen dies durch einen Abschnitt | I t /
der Zahlengeraden (vgl. Abb. 6) und bil- | 0 X m y
den dann wie die Pythagoree in ihrer Abb. 6
Proportionenlehre Verhaltnisse von Stredkenlangen. Ich beschranke mich auf die
Mitteilung der Ergebnisse:

m—x

Die Pythagoree betrachteten das Stredenverhdltnis -,=,, , das uns bereits bei

dem Chuquet-Mittel begegnet ist! Dieses verglichen sie nun mit Stredkenverhdlt-
nissen, die durch systematische Variation aus den drel Ausgangsdsreden

gebil det wurden, ndmlich mit % , %und % , und so beschrieben sie der Reihe

nach das arithmetische, das geometrische und das harmonische Mittel von x
und y, was man in heutiger Naion etwa wie folgt machen kdnnte:

(1) m it arithmetischesMittel von x und y = 2% % (kurzz m=: A(x, y)
y-m x
(2) m ist geometrischesMittel von x und y = =% % (kurz m=: G(x, y)
y-m m
(3) m istharmonischesMittel von x und y = =% % (kurz m=: H(x, y)
y-m 'y
Als ,Lésungen” dieser drei Proportionen errechnet man leicht
X+ 2x
Ax,y) =222 Gy =y, Hixy) =22
2 x+y

17" der 300 n. Chr. lebende Geschichtsschreiber Jamblichus von Chalkis, vgl. [Hischer &
Scheid 1995]
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Hxy) __y
Alx,y)
den Saiten fiihrte dann wohl zur Nangiebung ,harmonisches Mittel:8

Die Entdedung der ,, musikali schen Proportion® an schwingen-

Die Pythagorea charakterisierten in éhnlicher Weise sieben weitere Mittelwerte
(sog. ,Medidteten*), 19 indem sie systematisch die Definiti onsgleichungen fiir
die babylonischen Miglwerte variigten:

M=% _y M—X_m M—-X_Yy WM—%¥_X
=2 ==, = i

M=X_X Y~X_y y-x _m
y-m x y—-m X y-m m y-X W yY—-x y y-m X

y-m x

Als ,sinnvolle Lésungen® fur diese sieben weiteren ,Mittelwerte” ergeben sich
der Reihe nach:

x2+y2, y—x+ By—xg_'_xz, _y—x+ X;xng,

x+y 2 02 0 2 a a
Ry A2

%+%w/4xy—3x2, y—(y %) , x+(y %) ,max{y—x, %}
y y

Theoretisch lassn sich insgesamt 21 derartige Proportionen aufstellen, von de-
nen aber einige wegen der Voraussetzung x < m<y sinnlos snd. Einige liefern
keine neuen Ldsungen, und andere liefern ,Ldsungen”, die identisch x oder
identisch ¥ sind und denen damit die Bedeutung eines ,Mittelwerts* gar nicht
zugesprochen werden kann. Dennoch gibt es eine dfte Gleichung, welche merk-
wirdigerwei se von den Pythagoreen nicht angegeben wird, obwohl sie éne neue
Losung und damit einen elften Mittelwert liefert, der Uber Proportionen erklért
ist, némlich

y-x _ ¥
y-m m
2
mit der Losung 2y . All diesigt im Unterricht von Jahrgang 9 behande bar.
y—x

Man sollte den Schilerinnen und Schilern an dieser Stelle aber nicht
vorenthalten, welch schone Entdedkung der im 3. Jahrhundert n. Chr. Iebende
Pappus von Alexandria am Kreis macte (Abb. 7):20

x<y O x<H(x9)<Gy)<Axy<y )

18 oder auch de ,Harmonie“ der Wiirfeldaten (Ecken e, Flachen £, Kanten &), welche die
Gleichung H(f, k)=¢ erfiillen (vgl. [Boyer 1968] und [Hischer & Scheid 1995])

19 vgl. [Boyer 1968]
20 ygl. [Hischer & Scheid 1995]
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Zum Beweis braucht man
nur die Drelekssitze von
Euklid fiar redtwinklige
Dreiekke, und so ergibt sich
fUr den Unterricht nicht nur
eine wetere  historische

Verankerung, sondern auch G(x,y)
eine schone Verknipfung
zur Geometrie.

Daf3 man die Namensgebun- X y
gen ,, arithmetisches Mittel* ,

» geometrisches Mittel und Abb. 7

»harmonisches Mittel“ im Unterricht historisch WAHLE 750

begriindet, sollte selbstverstéandlich sein, und man
kann die Schilerinnen und Schiler weitere Funk-
tionaleigenschaften dieser Mittelwertfunktionen ent- WAHLE #x, ¥ >0 mit
decken lassen, insbesondere: x<y und xy=7r

GAw, ), Hx, y) = G, 9) WIEDER- | 2 = Z(x, 5)
In Verbindung mit der Ungleichungskette (*) erhalt | FOF |7+~ @ )

WAHLE €>0

man daraus den Babylonischen Algorithmus, néamlich r=2

eine Intervallschachtelung zur Approximation von BIS y—x<§€
Quadratwurzeln, und damit lassen sich die babyloni- AUSGABE
schen Sexgesimalapproximationen bestéatigen: approx (A7 , €£)=A(, y)
Wegen A(x,y)-x=1(y-x)>0, H(x,y) < A(x,y) und ADb. 8

x < H(x,y) ist namlich

0<A(x,y)-H(x,y)<5(-2), ()
und somit ist durch obige Ungleichungskette (**) ein (abbrechender) Algorith-
mus gegeben, némlich der Babylonische Algorithmus aur Quadratwurzel approxi-
mation (Abb. 8). Zu Ehren der Babylonier bezeichne ich die Ungleichungskette
(*) as , babylonische Ungleichungkette*, well sie ja die mathematische
Grundlage fur den von ihnen bentgiz Algorithmus bildet.

Im Jahrgang 10 steht in der Regel die Behandlung der Kreiszehl 11 nebst ihrer
Approximation an. Im Sinne historischer Verankerung sollte man auf
bedeutsame Stationen der Berechnungrvaingehen:

Erste systematische Approximationen der Kreiszahl n verdanken wir bekanntlich

Archimedes (287hbis212v. Chr.), wenngleich uns durch den Papyrus Rhind, den
der Schreiber Ahmes verfaldt hat, &gyptische Néherungswerte bekannt sind, die
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ca 4000bis 5000 Jahre alt sind. 21 Archime- oF

des verwendete bekanntlich bereits Intervall- | E,, = - >E,
schachtelungen, indem & — in heutiger Blig
Sichtweise — rekursiv definierte Folgen ein- 2+, 4= % [0

und umbeschriebener #-Ecke betrachtete und

der Rekursionsschritt in der Eckenanzahlver- U,, = au, <U,
doppelung bestand. Das Verfahren ist g

all gemein bekannt, numerisch aufwendig, und 2+ 1}4+ .
Archimedes vermied bereits — wie ebenfalls n U
bekannt ist — durch geschickte Termumfor- Abb. 9

mung das Auftreten ener ,Nullkatastro-

phe“. 22 Bezeichnen wir den Umfang des einbeschriebenen #-Ecks mit E, und
den des umbeschriebenen n-Ecks mit U, so gelten bekanntlich die in Abb. 9
aufgdiihrten rekusiven Beziehungen.

Diese Gleichungen bzw. Ungleichungen lassn sich durch e ementargeometri-
sche Betrachtungen an rechtwinkligen Dreiedken herleiten, und sie begriinden
einen entsprechenden Algorithmus zur Approximation von 2n. Man sollte histo-
risch wirdigen, dafl3 Archimedes beim Start mit einem Sechsed die Approxima-
tion bis zum 96-Eck getrieben hat. Fir unsist es ein Leichtes, mittels eines Com-
puters diesen Algorithmus ,,beliebig weit* im Rahmen des numerisch Méglichen
abzuarbeiten, jedoch bei Verwendung eines nicht-programmierbaren Taschen-
rechners endteht eine spidare Belastung!

Im Mathematikunterricht wird Ublicherweise dieses Verfahren von Archimedes
verwendet (falls man sich Uberhaupt Mihe gibt, ein historisches Verfahren zu
benutzen). Im Sinne historischer Verankerung sollte man aber vor alem auf den
bedeutsamen neuzeitli chen Algorithmus von James Gregory (1638bis 1679 ein-
gehen, der bisher in Schulbiichern leider noch keine Rolle spielt. Und zwar be-
trachtete dieser wie Archimedes regemdige n-Ecke (nicht nur an Kreisen,
sondern sogar an Kegelschnitten!), die & — wie diessr — duch syste-
matische Eckenanzahlverdoppelung verfeinerte. Dabel stie? Gregory auf
folgenden elementaren Zusammenhang, den ich hier fir die Umféange von ein-
und unbeschricoenem-Ecken vorstelle?3

U, =H(E,U,) ud E,, =G(E,,U,,)

21 ygl. [Boyer 1968] und [Hischer & Scheid 1995, S. 20]
22 ygl. [Hischer & Scheid 1995]

23 ygl. [Boyer 1968], [Hischer 1994 ] und [Hischer & Scheid 1995]
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Der Krels wird deshab auch harmonisch- R T
geometrisches Mittel dieser beiden Polygonfolgen E_G U:=413
genannt. 24 (Es muB nachdriicklich darauf WAHLE €>0
hingeweisen werden, da3 in der zweten | \wieper- | U := H(E,U)
RekursionU,, und nichtU, steht!)

Diese beden auf diese Wése relfursiv..verschach- HOLE | E:=G(E,U)
telt definierten Folgen liefern einen aulerst e
ganten Algorithmus zur Approximation von BIS U-E<¢€
der in informatischer, folgenfreier Notation in AUSGABE

Abb. 10 dargestellt ist. Er ist strukturell einfacher 1
als der babylonische Algorithmus, konvergiert apprOX(ﬂ,8)1=§A(E, U)
allerdings nicht so schnell wie dieser, ist anderer-
seits ablaufaquivalent mit dem archimedischen
Algorithmus und zugleich numerisch weitaus ein-
facher zu handhaben als dieser. Wie beim babylonischen Algorithmus ergibt sich
auch hier die Konvergenz des Verfahrens und damit das Vorliegen ener Inter-

vall schachtelung ([En,Un]> fur 2n aus der babyhischen Ungleichungskette ().

Abb. 10

Die obigen ,Gregory-Rekursionen® lasen sich elementargeometrisch nur mit
Hilfe von Ahnli chkeitsbetrachtungen erschlief}en, sie sind damit also im Mathe-
matikunterricht von Jahrgang 9 (!) behandelbar. 25 Hiermit werden die Begriffe
.Folge, ,Algorithmus’, ,Iteration* und ,Approximation“ vorbereitet, und all
dies kann in der Oberstufe weiter vertieft werden. Ein einfacher, altersgemaller
Weg zur Entdedkung deser Gregory-Rekursionen ergibt sich aus Abb. 11. Ein
Schritt der Eckenanzahlverdoppelung ist zwar hier fir #=4 dargestellt, aber man
mage sich klar machen, dal3 de folgende Argumentation dennoch o. B. d. A. gilt:

Mit e, bzw. e,, sind de Seitenlénge des einbeschriebenen #-Ecks bzw. 2z-Ecks
bezeichnet, entsprechend mit $u, bzw. 1u,, die halbe Seitenlange des umbe-

schriebenen n-Ecks bzw. 2r-Ecks. Sodann lasen sich aufgrund von Ahnlich-
keitdbeziehungen folgende Gleichungen aus der Zeichnung ablesen:

1) e, _ U,, . Q) b _ 132

7
1 1 1 1
22Uy U, T U, € 2 U,

n

24 ygl. [Cantor 1900]

25 Esjst alerdings historisch anzumerken, dal? Gregory die Flacheninhdte der ein- und
umbeschriebenen Polygone betrachtete, wahrend Archimedes ja Umfangsuntersu-
churgen duchfuihrte. Obige Rekursionen gelten aber ebenfalls, wenn mit £, und
U, die entspreherden Fliherinhalte bezeichnet wedten.
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Da es unser Interesse sein muf3 die
GroRen des 2xn-Ecks auf die des #-
Ecks zurtickzufthren, in (1) nur #,,
vorkommt, in (2) hingen e,, und #,,
vorkommen, ergibt sich as
Strategie, (1) nach u,, aufzultsen :
und (2) nach e,,. Dabei erhalten wir
durch Aquivalenzumformung: /

Unter Berlicksichtigung von U=,
und E,=nld, ergeben sich hieraus
die Gregroy-Rekursionen. Es ist er-
staunlich, dal3 dese verbliiffend einfach herzuleitenden Beziehungen bisher im
Mathemaikunterricht kaum eine Rolle spielen.

Abb. 11

SchluRbemerkung

Auf diverse andere Beispide und Maglichkeiten zum Auftreten von Mittelwerten
im Mathematikunterricht, etwa in der Geometrie oder Stochastik, kann ich hier
nicht eingehen. 26 Viemehr wollte ich am Beispiel der phythagoreischen Mittel-
werte exemplarisch verdeutlichen, daf3 ,fundamentale Ideen” tatsichlich hilf-
reich sein kdnnen, den Unterricht inhaltli ch zu strukturieren, ohne jedoch stets
explizit im Vordergrund stehen zu mussen. Zusétzlich wollte ich an diesem Bei-
spiel der Mittelwertbildung hervorheben, daf3 es wichtig und nitzlich sein
kann, kulturhistorische Aspekte der Entstehung von Begriffen, Problemen und
Ideen in den Unterricht einflief3en zu lassen und damit eine ,historische Veran-
kerung® zu organisieren, wodurch insbesondere die historische Dimension der
einzelnen furdamentalen Idee unterrichtswirksam wird.
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