
I Mathematik· Fortbildung 1 _

Geschichte der Mathematik als didaktischer
Aspekt (2). Lösung klassischer Probleme
Ein Beispiel für die gymnasiale Oberstufe
HORST HISCHER

Nachdem ich im Heft 4 grundsätzliche Gedanken zur Bedeutung der Ge­
schichte der Mathematik für die methodische Gestaltung des Mathematikun­
terrichts darstellte /1/ und an einem Beispiel aus den Themen des Sekundarbe­
reichs I illustrierte, werden die Betrachtungen nachfolgend nun auf den Mathe­
matikunterricht der gymnasialen Oberstufe ausgedehnt: Es wird gezeigt, wie
sich das Konzept der historischen Verankerung bei der Behandlung von Lö­
sungen für die klassischen Probleme Winkeldreiteilung und Quadratur des
Kreises mit Hilfe der Trisectrix bzw. der Quadratrix umsetzen läßt.

1 Zusammenhang zwischen Quadratrix und Trisectrix

Eine besondere Bedeutung haben in der Mathematik seit der Antike Kurven,
heute insbesondere in Analysis und Topologie, aber auch in der Darstellenden
Geometrie.
Die erste Kurve jenseits von Kreis und Gerade verdanken wir gemäß einem
Bericht von Proklos (410-485) dem Sophisten Hippias aus Elis (geb. 460
v.Chr.). Seitdem ist diese Kurve unter den Namen Trisectrix des Hippias und
Quadrat/-ix des Hippias bekannt.
Hippias verwendet zur Beschreibung dieser Kurve eine kinematische Defini­
tion, wie es später auch Archimedes macht, und zwar definiert jener die nach
ihm benannte Spirale sinngemäß wie folgt /2, S. 140/:

• Archimedische Spirale:

Auf einem mit konstanter Winkelgeschwindigkeit rotierenden Zentralstrahl
bewege sich mit konstanter Radialgeschwindigkeit ein Punkt vom Zentrum
nach außen. Hieraus folgt bekanntlich:

p =at
p = kp
<fJ = ht
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Etwas komplizierter ist dagegen schon die (historisch ältere) kinematische De­
finition der

I)

8A

• Trisectrix (s. Fig. I):

Im Quadrat ABCD werde die Strecke DC parallel zu sich mit konstanter Ge­
schwindigkeit bis in die Lage AB verschoben, und AD rotiere um A mit kon­
stanter Winkelgeschwindigkeit ebenfalls bis in die Lage AB. Beide Bewegun­
gen starten gleichzeitig und hören gleichzeitig auf. Der geometrische Ort der
Schnillpunkte ist die zu definierende Trisectrix.

o C

Fig. I: Kinematische Definition
eier Trisectrix

Fig. 2: Trisectrix- bzw. Quadratrix-Zirkel

Anstelle der verbalen Definition kann man auch eine handlungsorientierte ge­
ben, indem man sich einen Trisectrix-Zirkel vorstellt, den man ggf. auch bauen
kann (s. Fig. 2) - bei gut ausgebildetem Anschauungsvermögen genügt jedoch
die "Idee des Trisectrix-Zirkels"!
Ist die Trisectrix gegeben, etwa wie eine Normalparabel als Schablone, so läßt
sich dann damit das erste der sog. drei herühmten klassischen Probleme "Win­
keldreiteilung". "Quadratur des Kreises" und "Wüljelverdoppelung" (Deli­
sches Problem, benannt nach dem Orakel von Delos) lösen (s. Fig. 3), womit
die Namensgebung für diese Kurve begründet wird.
Natürlich sind dann mittels der Trisectrix beliebige Winkelaufteilungen in n
gleich große Teilwinkel möglich! In diesem Sinn hat also Hippias eines dieser
Probleme gelöst, jedoch mußte die Trisectrix als weiteres geometrisches Hilfs­
mittel hinzugenommen werden.

Dinotratos (350 v.Chr.) verwendet die Trisectrix auch zur Quadratur des Krei­
ses. weshalb sie auch Quadratri.r heißt. /3/
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Dazu zunächst (s. Fig. 4) der

• Satz von Dinotratos:

Fig. 3: Winkeldreiteilung mit Hilfe der Trisectrix

r

Fig. 4: Zum Satz von
Dinostratos

r 1t 2r
In der Quadratrix des Hippias gilt - =- bzw. ro=

ro 2 1t

Zum Beweis:
Dinostratos kennzeichnet die Quadratseite r als mittlere Proportionale zwi­
schen dem Kreisbogen b und der Strecke ro wie folgt:

b r
(*)

r b,.
< - noch - >-

"0 r ro

,. ro
1t

Wegen b=-,. folgt dann daraus die Behauptung.
2

Zum Beweis von (*) verwendet Dinostratos einen für die damalige Zeit typi­
schen apagogischen Beweis, indem er unter der Benutzung der Trichotomie
zeigt, daß

b
weder ­

r

möglich ist.

Der Beweis verwendet elementargeometrische Eigenschaften und die kinema­
tische Definition der Trisectrix. Er kann auf Schulniveau entwickelt werden,
und ich möchte in diesem Rahmen darauf verzichten. /4/

• Quadratur des Kreises mit der Quadratrix durch Dinostratos
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Dinostratos argumentiert nun anhand der Verhältnisgleichung (*) wie folgt
weiter:
hstellt eine Länge dar, und zwar die Länge des Viertelkreisbogens. Also müß­
te man für h die Länge s einer gleich langen Strecke einsetzen können, die aber
noch zu konstruieren wäre.

s ,.
- = - mit s = b
,. ,.u

Das läßt sich mit Hilfe des Strahlensatzes /6/ lösen (s. Fig. 5):

Fig.S Fig.6

Folgerung:

Ist ein Kreis mit dem Radius r gegeben, so liefert die Trisectrix die Länge "0'

und mit Hilfe des Strahlensatzes ist s konstruierbar, so daß gilt (s. Fig. 6):
n

A = 1[,.2 = (1[,.)r = (2b)r = (2s)r

Die Trisectrix (bzw. hier besser: die Quadratrix) erlaubt also die Umwandlung
eines Kreises in ein Rechteck mit demselben Flächeninhalt, das dann - z. B.
mit dem Höhensatz des Euklid - in ein gleich großes Quadrat verwandelt wer­
den kann.

Mit Hilfe der Trisectrix bzw. der Quadratrix konnten also sogar zwei der drei
genannten klassischen Probleme gelöst werden. Wir wissen heute zwar, daß
alle drei Probleme geometrisch nicht lösbar sind, wenn man als Hilfsmittel nur
Zirkel und Lineal zuläßt. Die zusätzliche Verwendung der Trisectrix des Hip­
pias ermöglicht jedoch eine geometrische Lösung der ersten beiden klassischen
Probleme - ebenso kann die Archimedische Spirale zur Lösung dieser Proble­
me verwendet werden /2, S. 140-141/.

2 Ein Vorschlag zur Behandlung von Trisectrix und Quadratrix in der
Oberstufe

Ich skizziere nun eine mögliche problemorientierte Unterrichtseinheit in der
Oberstufe, die unter Berücksichtigung der "historischen Verankerung" am Bei­
spiel von Trisectrix und Quadratrix konzpiert ist.
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(1) Streckentei!ung

Als wiederholender, vertiefender Einstieg wird erarbeitet, daß der Strahlensatz
hier stets weiterhilft.

(2) Winkelteilung

Die Aufteilung in 2, 4, 8, ... gleich große Teilwinkel klappt, ansonsten ent­
steht große Ratlosigkeit. Tröstlicher Hinweis für die Schüler: Dieses war be­
reits im Altertum eines der drei berühmten ungelösten Probleme! /7/

(3) Kinematische Kurven

Erzeugung verschiedener kinematischer Kurven (Spiralen, Trisectrix, weitere
Erfindungen) - Zeichnung von Hand und auch durch Computersimulation.

(4) Trisectrix und Winkeldreiteilung

Feststellung, daß mit der Trisectrix das Problem lösbar wird. Aufgabe: Anferti­
gung einer Trisectrix-Schablone durch die Schüler.

(5) Probleme der Trisectrix

Sowohl bei Zeichnung von Hand als
auch bei der Computersimulation (s.
Fig. 7) gibt es Probleme kurz vor und
bei der Endstellung: Der Schnittpunkt
ist nicht präzise bzw. gar nicht defi­
niert (fast parallele Geraden!). Ein
"Trisectrix-Zirkel" (s. Fig. 2) offen­
bart eine große Schwankungs-Unge­
nauigkeit!

(6) Analyse der "Schwankungsunge­
nauigkeit " der Trisectrix

Der Polarwinkel der Punkte auf der
Trisectrix sei mit <p bezeichnet. Für <p
*- OOund <p "" 0° ist der Schnitlpunkt
mit der Horizontalen zwar idealgeo­
metrisch präzise bestimmt, realgeo-
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metrisch jedoch nicht. Für <p = 0° existiert kein Schnittpunkt. Dreht man die
Zeichnung um 90° und führt die Bewegung weiter, so entsteht folgende zwei­
seitige Trisectrix, die in der Mitte eine Lücke aufweist (s. Fig. 8) .

.....LüCke

/
/

/
/

/

/
!in

(7) .Liicke stopfen" /9/

0. 2 0.4 0 .•

\\... \
Fig. 8: "Lücke" bei
der zweiseitig darge­
stellten Trisectrix

Da die Trisectrix in unmittelbarer Nähe der Lücke eindeutig definiert ist, liegt
es nahe. die Lücke durch "Durchzeichnen" zu stopfen, was einer stetigen Fort­
set:ung entspricht ("schnelle Bewegung" des Trisectrix-Zirkels über die "Lük­
ke" hinaus!?). Funktionsgrenzwert und Stetigkeit müssen hier jedoch noch
nicht bekannt sein, vielmehr können diese Begriffe problemorientiert hier­
durch vorbereitet werden.

(8) Ermi((lung des .,Quadratrix-Halhmessers" ro

r I'
Aus der Zeichnung ergibt sich~ == 0,64. Der Kehrwert ist - == 1,56.

I' ro
1t I'

Ist es nun Zufall, daß - == 1,57 == - gilt? Genauere Zeichnungen bestätigen die
2 r

. 0
dIe Vermutung:

r 1t 2
bzw. r = - I'

2 0
1'0 1t

(9) Sat: des Dinostratos

Apogogischer Beweis der Vermutung.

(10) Trisecrrix als Quadratrix

Entdeckung der Möglichkeit zur Quadratur des Kreises mit Hilfe der Tri­
sectrix.
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(/ /) Analytische Behandlung der Triseetrix

Stellt man die Trisectrix aus Fig. I und 3 in Polarkoordinaten p, <p dar, so gilt
mit einem kinematischen Parameter t (0 $ t $ I), wenn h die Höhe des jeweili­
gen Trisectrix-Punktes über AB bezeichnet:

n:
h = r (1 - t) <p = - (I - t), 2

2r
Elimination von (I - t) liefert h = - <po

n:
h 2r <p

Mit sin(<p) =- folgt schließlich: p =- .-.-
p n: sm(<p)

2r <p
Für ,,<p ~ 0" muß sich p = ro = - ergeben, also folgt: --~ 1

n: sin(<p) <jl-->O

Dieses ergibt sich also vor der Einführung des Grenzwertbegriffs, die üblicher­
weise bei den langweiligen rationalen Funktionen erfolgt.

B k . d ß I' sin(<p) 1 b b'" . I d' h k" I' hemer enswert Ist, a Im --- = "ne en el erZie t un nIe tunst lC
<jl-->O <p

in den Vordergrund gestellt wurde. Dabei konnte man zugleich auf histori­
schen Pfaden wandeln.

(/2) Die Trisectrix in kartesischen Koordinaten

Wir drehen die Trisectrix wie in Fig. 8 um 90° in ein x-y-Koordinatensystem
und erhalten:

2r
x =p . sin(<p) = - <p, y = p . cos(<p) =x· cot(<p)

n:

Daraus ergibt sich schließlich:

y = x· cot (~xJ =x· cot (~J
2r ro

Auch hier kann der Grenzwert für x ~ 0 betrachtet werden. Ferner kann man
die Trisectrix noch weiter verallgemeinern, indem man Ix I > r zuläßt und un­
tersucht, ob auch die kinematische Definition entsprechend verallgemeinerbar
ist (geht bis lxi <2rbzw.I<p1 <n:).

(13) .Iohann Bernoulli

Johann Bernoulli stellte 1691/92 die Aufgabe, Tangenten an die Quadratrix zu
finden. / I0/
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Mit fortgeschrittenen Kenntnissen der Schulanalysis ist das lösbar, und es
folgt:

1t
Für x = ±r ist y' =± - .

2
Zeichnet man also in ein Quadrat der Kantenlänge I eine Quadratrix und legt

1t
die Tangente an den Punkt (I ;0), so wird die y-Achse bei - geschnitten, was

2
2

einer Inversion von ro =-am Einheitskreis entspricht (s. Fig. 9). Somit gelan­
1t

gen wir zu einer geometrischen Konstruktion der Kreiszahl 1t. Das geht aber
auch mit dem Strahlensatz (s. Fig. 10).

Fig. 9: Tangente an die Quadratrix
nach Johann Bernoulli

r

Kr
2

rlr------J_-------.

r

Fig. 10: Konstruktion von 11:

(14) Quadratrix und Schwerpunkt eines Halhkreises

Berechnet man den Schwerpunkt S eines Halbkreises mit dem Radius 1', so er­
gibt sich Is. SI:

21'
x, = 0, Y, =

1t

Damit erweist sich S als Schnittpunkt der Quadratrix mit der y-Achse (Fig. 11)
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y

Fig.11

Trisectrix und Quadratrix sind also als Einstieg in die Analysis geeignet und
bieten auch bei fortgeschrittenen Kenntnissen in Differential- und Integralrech­
nung noch Anknüpfungspunkte - dies alles bei historischer Verankerung.

3 Abschließende Bemerkungen

Da in Lehrplänen, Richtlinien etc. insbesondere Unterrichtsinhalte und -ziele
definiert werden, sind Freiräume wohl vor allem in der methodischen Gestal­
tung des Mathematikunterrichts zu suchen. Hier ist das Verdienst Vollraths zu
sehen, der mit seiner Arbeit über die "methodischen Variablen" unter anderem
den Blick öffnen möchte für Gestaltungsmöglichkeiten des Unterrichts. /\1, s.
auch I, Abschnitt 2/.
Ich sehe mit der von mir hier exemplarisch vorgestellten "historischen Veran­
kerung" eine Möglichkeit zur Ausgestaltung solch methodischer Variablen,
und zwar durch Herstellung von "Beziehungshaltigkeit" unter kulturhistori­
schem Aspekt.
Viele weitere Beispiele zur historischen Verankerung sind denkbar, etwa:

• Historisch orientierte Einführung von Grundbegriffen der Analysis wie Ste­
tigkeit, Grenzwert, Differenzierbarkeit und Integrierbarkeit

• Kurve
• Leibnizsches Differential bei Integrationen (Rotationsvolumen, Bogenlänge)
• Summe einer geometrischen Reihe nach Torricelli
• Figurierte Zahlen, Folgen und Reihen
• Zahlendreiecke
• Approximationsalgorithmen (zurückgehend bis auf den Babylonischen Algo­
rithmus)
• Kreisquadratur und Winkeldreiteilung mit Hilfe der Archimedischen Spirale

Hier ist eine Aufgabe der Mathematikdidaktik zu sehen, entsprechendes Mate­
rial methodisch aufzubereiten. /12/
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Dabei geht es dann nicht primär um neue Inhalte, sondern um eine andere

Sicht weise geeigneter Themenbereiche. Begünstigt werden solche neuen me­

thodischen Ansätze möglicherweise dadurch, daß aufgrund der Verfügbarkeit

informatischer Methoden klassische. kalkülorientierte Unterrichtsphasen an

Bedeutung verlieren und wir dadurch in die Lage versetzt werden können, alte

Ziele des Mathematikunterrichts im Sinne philosophischer Betrachtungsweise

stärker wirksam werden zu lassen, als das bisher vielleicht möglich war bzw.

praktiziert worden ist.

/1/ Hischer, H.: Geschichte der Mathemarik als didakTischer Aspekt (I). Entdeckung
der irraTionaliTäT am Pentagon - ein Beispiel für den Sekundarbereich I. - In:
Math. Schule. - Päd. Zeitschriftenverlag. Berlin 32 (1994) 4. - S. 238-248

/2/ Boyer. C. B.: A History ofMathematics. - Wiley. - New York, 1968
/3/ Sowohl das Problem der Winkeldreiteilung als auch das der Quadratur des Kreises

ist übrigens auch mit Hilfe der Archimedischen Spirale lösbar /s. 2/.
/4/ Der Beweis findet sich z. B. in /5/.
/5/ Hischer, H.; Scheid, H.: Grundbegriffe der Analysis. - In: Knoche, N.; Scheid, H.

(Hrsg.): Lehrbiicher und Monographien :ur Didaktik der Marhematik. - B. I. Wis­
senschaftsverlag. - Mannheim, 1994 (völlige Neubearbeitung von Hischer, H.;
Scheid. H.: Materialien zum Analysisunterriclu. - Herder. - Freiburg, 1982)

/6/ Ich erkenne keinen Bildungswert darin, wenn Wert auf die Feststellung gelegt
wird. daß es sich hierbei um den ersten Strahlensatz handelt, zumal "beide Strah­
lensätze" gleichwertig sind!

/7/ Eine noch schönere Problemorientierung ergibt sich bei Vertauschung der Reihen­
folge der ersten beiden Schritte: Bei der Konstruktion des Pentagramms

6n n
ergab sich ja die otwendigkeit der Emlittlung von-, also von n +-. Somit

5 5
könnte man mit dem Problem der Winkelteilung einsteigen, hier "auflaufen" und
dann zur Streckenteilung als leicht lösbarem Problem abschwenken. Oder man be­
ginnt mit der Frage nach der Skalierbarkeit von Lineal und Winkelmesser, die im
Falle des Lineals mittels Strahlensatz schnell zu beantworten ist.

/8/ Dynamisch erstellt mit dem Funktionsplotter HL-PLOT8 von Eberhard Lehmann,
Berlin.

/9/ Der Begriff geht auf Heinz Griesel zurück.
/10/ Bernoulli. J.: Die Differentialrechnung (169//92). ach einer Handschrift über­

setzt von P. Schafueitlin. - In: Ostwald's Klassiker der exakten Wissenschaften.
Nr. 211. - Akademische Verlagsgesellschaft. - Leipzig, 1924

/11/ Vollrath. H.-J.: Die Bedeutung methodischer Variablen für den Analysisul1ler­
ril-Jll. -In: Der Mathematikunterricht. - Klett. - Stultgart22 (1976) 5. - S. 7-24

/12/ Für den Bereich der Begrifflichkeit in der Analysis wird ein derartiges Konzept in
/5/ gewählt. für die Entwicklung von konkreten Unterrichtskonzeplen liegt leider
noch ein mathematikdidaktisches Defizit vor.
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Interessanterweise findet das Konzept der "historischen Verankerung" bereits
außerhalb des Mathematikunterrichts Beachtung, so z. B. im Physikunterricht
/s. 13/.

/13/ Südbeck, W. (Hrsg.): Geschichte der Physik. (Themenheft in "Praxis der Natur­
wissenschaften - Physik"). - Aulis. - Köln 41 (1992) 8.
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