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Konstruktion von zwei mittleren Proportionalen durch  
Archytas von Tarent zur Lösung des Delischen Problems 

Wir knüpfen an den be-
reits zitierten Brief von 
Eratosthenes an Ptolemäus 
an, wie wir ihn bei (Can-
tor 1907, S. 228) finden 
(vgl. Abbildung 5), wobei 
wir die einzelnen Textpas-
sagen impulsgebend spon-
tan diskutieren und inter-
pretieren: 

Eratosthenes:  
„Der Tarentiner Archy-
tas soll sie vermittelst 
der Halbzylinder aufge-
funden  haben.“ 

Eratosthenes meint die 
Auffindung der mittleren 
Proportionalen, wie aus 
dem vorausgehenden (hier 
nicht wiedergegebenen)  
Text hervorgeht. 

Es seien [...] bA   
und aAB   die bei-
den Geraden, zwischen 
welche zwei mittlere 
Proportionalen einzu-
schalten sind. 

Wir würden heute von 
„Strecken“ sprechen.  

Die größere A  wird 
als Durchmesser eines 
Halbkreises benutzt, in 
welchen die kleinere AB  als Sehne eingezeichnet wird. 

Es ist ein in der „Grundebene“ liegender Halbkreis gemeint. Und weiterhin 
sehen wir, dass damit 22 2ab   gilt  –  wie zuvor beim Satz des Hippokrates. 

Aber auch senkrecht zu diesem ersten Halbkreise wird über A  ein zweiter 
Halbkreis errichtet, der in A  befestigt über die Ebene AB  weggeschoben 
werden kann. 

Abbildung 5: Textausschnitt aus (Cantor 1907, S. 228)
betreffend die krumme Linie des Archytas von Tarent 
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Das wirkt recht diffus, denn wo ist dieser zweiter Halbkreis? Doch dann klärt es 
sich: Cantor meint „Drehen“ und nicht „Schieben“, wie wir es heute genauer 
sagen würden! Also: Es wird über A  senkrecht  ein Halbkreis errichtet  –  den 
wir in der Abbildung nicht sehen  –,  und dieser Halbkreis wird um den Punkt 
A  links herum „weggedreht“. Und nun sehen wir ihn auch! Aber: Dieser Halb-
kreis ist weder maßstäblich noch perspektivisch richtig, und dieser Darstel-
lungsmangel trägt wohl zu den Schwierigkeiten beim Textverständnis bei! 

Er bildet dabei auf dem über dem Halbkreis AB  errichteten Halbzylinder 
eine krumme Linie. 

Hier wird nun erstmals die „krumme Linie“ erwähnt  –  wer 
kann sie sich schon vorstellen? Ferner sollte es bezüglich des 
wegzudrehenden Halbkreises über A  wohl genauer heißen: 
„Er bildet bei diesem Drehen ...“. Und wo ist der „über dem 
Halbkreis AB  [errichtete] Halbzylinder“? Dieser muss 
offenbar senkrecht zur Grundebene gedacht werden, wie der 
vorausgehende Text nahe legt (etwa wie in Abbildung 6). 

Doch wie soll nun der über A  senkrecht zur Grundebene errichtete Halbkreis 
„auf dem [...] Halbzylinder eine krumme Linie“ bilden, wenn er „weggedreht“ 
wird? Und wie wird er denn weggedreht? Da in Cantors Zeichnung eine  –  
wenn auch perspektivisch nicht richtige  –  Zwischenstellung dieses Halbkreises 
eingezeichnet ist (wie oben diskutiert), muss A  das Zentrum dieser Drehung 
sein mit einer zur Grundfläche orthogonalen Drehachse. Dann aber ist die 
Ortsfläche dieses Halbkreises, die bei dessen Drehung entsteht, die „obere Hälf-
te“ eines Torus mit dem Innenradius 0. Die dabei entstehende 
„krumme Linie“ muss dann die Schnittkurve des Halbzylinders 
mit diesem Torusteil sein. Offensichtlich entsteht diese Raum-
kurve aber nur bis zu einem maximalen Drehwinkel von 90°, 
so dass wir also den Halbzylinder mit einem „Achteltorus“ 
schneiden müssen, wie er in Abbildung 7 dargestellt ist. 

Da die beiden Flächen sich in den beiden im Abbildung 7 markierten Punkten 
schneiden, sind dies Anfangs- und Endpunkt der gesuchten Kurve, die sowohl 
auf dem Halbzylinder als auch auf dem Achteltorus verläuft. Durch Betrachtung 
des Achteltorus ergibt sich, dass die Kurve in ihrem Endpunkt vertikal zur 
Grundfläche einlaufen muss. Doch wie startet sie „unten 
rechts“? Horizontal, vertikal oder irgendwie „schräg nach 
oben“? Für gute Vorhersagen ist eine sehr gute Rauman-
schauung erforderlich. Mit einem 3D-Programm zur Simu-
lation impliziter Funktionen verschaffen wir uns einen Ein-
druck von dieser krummen Linie (Abbildung 8). Sie besitzt 
offenbar einen absoluten Hochpunkt. Wo liegt dieser? 

Bevor wir die krumme Linie genauer untersuchen, folgen wir jedoch zunächst 
den Ausführungen von Moritz Cantor mit Blick auf das Delische Problem: 

Abbildung 6: 
Halbzylinder

Abbildung 7:
Achteltorus

Abbildung 8: 
„krumme Linie“ 
als Schnittkurve



80 Horst Hischer 

Abbildung 10: 
krumme Linie  —  

zusammenfassende 
Darstellung 

Andererseits ist das Dreieck A  gegeben durch die A , die AB  und 
die Berührungslinie A  an den Halbkreis in  .  

Cantor meint die „Strecken“ A  und AB , und mit „Berührungslinie A “ ist 
wohl die Tangente im Punkt   an den Grundkreis gemeint. Aber wir merken 
erneut: Die Zeichnung weist erhebliche Darstellungsfehler auf! 

Dieses Dreieck liefert um A  als Achse in Drehung versetzt eine Kegel-
oberfläche, welche gleichfalls den Halbzylinder und die 
vorher auf ihm erzeugte Kurve schneidet, ... 

Die Entstehung der Kegeloberfläche als Rotationsfläche ist 
leicht nachvollziehbar (Abbildung 9). Auch ist mit Abbil-
dung 5 klar, dass diese Kegelfläche den Halbzylinder 
schneidet.  

... letztere in einem Punkte K , der als dem Halbzylinder angehörend senk-
recht über einem Punkte I  des Halbkreisbogens AB  liegen muß. 

Da die krumme Linie in der Oberfläche des Halbzylinders verläuft, ist mit Ab-
bildung 8 klar, dass die Kegelfläche diese Zylinderkurve (nicht nur trivial in 
deren Endpunkt, sondern auch) in dem weiteren Punkt K  über I  schneidet. 

Während A  die Kegeloberfläche beschreibt, beschreibt endlich auch das 
Stück AB  dieser Geraden eine Fläche gleicher Art, beziehungsweise der 
Punkt B  einen Halbkreis BMZ , der senkrecht 
zur Horizontalebene ZAB  steht. 

Gemeint ist, dass die Sehne AB  eben-
falls eine Rotationskegelfläche erzeugt, 
und zwar einen Teil der Fläche in Abbil-
dung 9. 

Wir können nun die bisherigen Überle-
gungen in eine zusammenfassende ver-
besserte Darstellung wie in Abbildung 
10 einfließen lassen, wobei die Punkte 
hier und nachfolgend mit lateinischen 
Großbuchstaben bezeichnet werden. Der 
Punkt K  ist zunächst nur ein aktueller 
Schnittpunkt des Halbzylinders mit dem um A  

gedrehten Halbkreis über der Strecke 'AD ; er liegt 
aber auch auf dem Kegelmantel, wie man an der 
durch A  und M  verlaufenden Halbgeraden sieht, wo-
durch er eindeutig bestimmt ist. Cantor fährt fort: 

Da zu dieser Ebene auch 'AKD  senkrecht steht, so ist zu ihr auch MT  
senkrecht, die Durchschnittsgerade der beiden [...] Ebenen, beziehungsweise 

BZMT   als Durchschnittsgerade der BMZ  mit [...] ABTZ . 

Abbildung 9:  
Kegeloberfläche 
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Diese Behauptung ist elementargeometrisch klar: Sind zwei Ebenen zu einer 
dritten orthogonal, so gilt dies auch für ihre Schnittgerade.  

Daraus folgt mit Rücksicht auf die Eigenschaft von BMZ als Halbkreis und 
von BZ als dessen Durchmesser, daß TZBTMT 2 .  

Hier wird der Höhensatz des Euklid angewendet. 

Aber TIATTZBT  , weil ... 

Der Sehnensatz wird also ausgenutzt. Der Rest ist offensichtlich und führt auf 
die Anwendung des Satzes von Hippokrates gemäß Abbildung 4, weil ja nach-
gewiesen wird, dass byyxxa :::   gilt, wobei wir in Gedanken   bzw. 
  anstelle von x  bzw. y  setzen und zugleich beachten, dass 22 2ab   gilt. 

Somit liefert also Archytas’ krumme Linie (als Schnittkurve von Achteltorus 
und Halbzylinder) im Schnitt mit der Kegelfläche einen eindeutig bestimmten 
Punkt K , der dann überleitet zu den gesuchten mittleren Proportionalen, womit 
das Delische Problem mit dem Hilfsmittel „krumme Linie“ gelöst wurde. 

Untersuchung der krummen Line von Archytas 

Da die krumme Linie in der Mantelfläche des Halbzylinders verläuft, liegt es 
nahe, sie in die Ebene abzuwickeln und als zweidimensionale Kurve darzustel-
len. Wir legen ein kartesisches  x-y-z-Koordinatensystem mit dem Ursprung in 
Punkt  A, nehmen die x-y-Ebene als Grundebene und die z-Achse als Torus-
achse. Sodann sind die Flächen durch folgende Gleichungen beschreibbar: 

Halbzylinder:  1)1( 22  yx ,   Torus:  22222 2 yxzyx   

Die Rotationssymmetrie des Torus zur z-Achse legt Polarkoordinaten nahe: 
)cos(1 x , )sin(y  

Damit ergibt sich für die Schnittkurve 
(Abbildung 11):  

  )cos(1()cos(122 z

Diese Kurve besitzt offenbar genau ei-
nen lokalen Hochpunkt, nämlich gemäß 
Graph etwa bei    2,1. Mittels Dif-
ferentiation könnten wir ihn zwar ermitteln, 
aber es geht auch ganz elementar: 

Abbildung 10 zeigt, dass dieser Hochpunkt dort liegt, wo der Zenith des gedreh-
ten Halbkreises den Halbzylinder durchstößt. Der Lotfußpunkt dieses Zenits 
liegt auf dem Kreisumfang des Grundkreises. Da die entstehende Sehne genau 
so lang ist wie der Radius des Grundkreises, ist sie Teil eines einbeschriebenen 
Sechsecks. Der zugehörige Winkel ist also  120°  oder  094423/2 , ! 

Abbildung 11: Die räumliche krumme 
Linie als ebene Abwicklungskurve
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Weitere Lösungen des Delischen Problems 

Es gab in der Antike weitere Lösungen 
bzw. Lösungsversuche, über die Moritz 
Cantor berichtet. So schreibt er u. a. Platon 
(427 – 347) folgende Lösung zu.  

Dessen ideeller „Apparat“ besteht aus zwei 
Rechtwinkelzügeln, also jeweils zwei Stre-
cken, die rechtwinklig miteinander fest 
verbunden sind  —  hier das dick durch-
gezogene und das dick gestrichelte Stre-
ckenpaar in Abbildung 12. Diese beiden 
Rechtwinkelzüge sind unter Erhalt ihrer 
Parallelität zueinander beweglich. Man be-
wegt nun einen der beiden Rechtwinkel-
züge so weit, bis die beiden „unteren“ 
Punkte (hohl und ausgefüllt) wie in Abbil-
dung 13 zusammenfallen. Aufgrund von 
Ähnlichkeitsbeziehungen in entsprechen-
den Dreiecken oder wegen des Höhensat-
zes des Euklid ist dies dann die Lösung des 
Delischen Problems, denn wir lesen ab:  

byyxxa :::   

Diese „Lösung“ passt jedoch nicht zur philosophischen Grundhaltung Platons, 
und so wird vermutet, dass er nur zeigen wollte, wie einfach die Lösung des 
Delischen Problems sei, wenn man sich nicht auf Zirkel und Lineal beschränkt. 

Eine andere, weitaus spätere Lösung stammt von Eratosthenes von Knidos 
(276 – 194), und zwar handelt es sich nicht nur um eine ideelle, gedachte Lö-
sung, sondern Eratosthenes hat einen 
konkreten mechanischen Apparat kon-
struiert, den er „Mesolabium“ nannte. 
Wie war das Mesolabium konzipiert? 

Es besteht aus drei kongruenten recht-
eckigen Täfelchen, die überlappend in 
drei kongruenten Paaren aus jeweils 
zwei parallelen Schienen horizontal frei 
beweglich sind (Abbildung 14, dort 
etwa: Das Täfelchen ganz links liegt oben, darunter dann das mittlere und dar-
unter, also ganz unten, das rechte). Auf jedem Täfelchen ist eine Diagonale 
markiert, und zwar sind alle drei Diagonalen aufgrund der Kongruenz und der 
Anordnung der Täfelchen parallel. Wie wird nun damit das Delische Problem 
gelöst?  

Abbildung 12: Platons Rechtwinkel-
apparat in „beliebiger“ Stellung 

Abbildung 13: Platons Rechtwinkel-
apparat in Lösungsstellung 

Abbildung 14: Mesolabium des  
Eratosthenes  —  Ausgangsstellung 
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Wegen des Satzes von Hippasos ist es zu einem ebenen Problem äquivalent, 
nämlich zur Ermittlung von zwei mittleren Proportionalen, d. h.: Zu zwei gege-
benen Längen a  und b  mit ba   sind zwei Längen x  und y  gesucht mit 

byyxxa :::  . Für  b  nehmen wir die Höhe des linken Täfelchens, und 
a  markieren wir auf der rechten vertikalen Kante des rechten Täfelchens. Da-
mit können wir jeden beliebigen Fall erfassen, weil wir davon abweichende 
gegebene Längen nur mit Hilfe des Strahlensatzes umzuwandeln brauchen. 

Nun denken wir uns ein Gummiband zwischen den oberen Endpunkten dieser 
beiden markierten Strecken a  und b  gespannt (dick gestrichelt in Abbildung 
14) und verschieben die Täfelchen so weit, dass sich das Gummiband und die 
Diagonalen jeweils auf der rechten Kante eines Täfelchens schneiden und damit 
zwei neue Strecken der Längen x  und 
y  auf den beiden mittleren Kanten 
kennzeichnen (Abbildung 15). Dieses 
ist eine manuelle Approximation, die 
überraschend schnell zufriedenstellend 
„konvergiert“. Der Strahlensatz weist 
dann aus, dass die beiden so erzeugten 
Streckenlängen x  und y  die gesuchten 
mittleren Proportionalen sind. 

Die rechteckigen Täfelchen des von Eratosthenes erfundenen Mesolabiums 
bestanden aus Holz, Metall oder Elfenbein (Cantor 1880; 285). Natürlich hatte 
er kein Gummiband verwendet  –  man kann dieses Verfahren auch mit einem 
angelegten Lineal realisieren, und es lässt sich sehr schön mit einem Dynami-
schen Geometriesystem simulieren (vgl. http://hischer.de/mathematik/didaktik/neuemedien/). 

(Cantor 1880; 286) schreibt mit Bezug auf den erwähnten Brief des Eratosthe-
nes an den König Ptolemäus bezüglich des Problems der Würfelverdoppelung 
zur Bedeutsamkeit dieser Erfindung:  

Eratosthenes schlug diese seine Erfindung so hoch an, dass er zum ewigen 
Gedächtnisse derselben ein Exemplar als Weihgeschenk in einem Tempel 
aufhängen liess. Die von ihm selbst entworfene Inschrift, welche die 
Gebrauchsanweisung enthielt, soll das mehrgenannte Schlussepigramm des 
erathostenischen Briefes sein. 
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Abbildung 15: Mesolabium  —  Lösung


