31

Zu den Perspektiven eines kiinftigen Mathematikunterrichts —
Konsequenzen einer technischen Herausforderung!

Horst Hischer, Braunschweig

1 Einleitung

Eine typische Abituraufgabe kdnnte wie folgt beginnen:

sin(a-x)

Gegeben sei eine Funktion f, :x > a-cos(a-x)-e

a) Der Funktionsgraph schlie3t zwischen der gréten negativen und der kleinsten positiven Nullstelle
mit der x-Achse ein Flachenstick ein ...

b) Wo liegt fir a =1 die kleinste positive Extremstelle? ...
c) Essei g, xt>sin(a-x)- f,(x).

Fahren Sie fur diese Funktion die entsprechenden Untersuchungen durch ...
d) ..

Als Lehrer bastelt man lange herum, bis man eine passende Funktion und zugehérige Aufgabenstel-
lungen gefunden hat, so dal® damit von den Schiilerinnen und Schilern unterschiedliche Anforde-
rungsbereiche in der vorgegegeben Zeit bearbeitet werden kdnnen. Und so wére das auch bei dieser
Aufgabe, wobei sich noch weitere Teile hinzugesellen wurden.

Wie sieht es aber aus, wenn ein moderner Taschencomputer oder ein Tischcomputer zur Verfligung
stehen wirde, etwa der TI-927?

Die Aufgabe bricht dann quasi in sich zusammen! Und wie reagiert man typischerweise darauf? Der
Einsatz solcher Werkzeuge wird — zumindest im Abitur — verboten, am besten gleich Uberhaupt im
Unterricht.

Der Wiener Mathematikdidaktiker Glinter Hanisch formulierte in diesem Zusammenhang bereits 1991
das ,didaktische Tragheitsprinzip®, und zwar in bezug auf den Umgang von Schulverwaltung und Leh-
rerschaft mit dem Taschenrechner:

Der Taschenrechner wurde

e zuerst totgeschwiegen (Stufe 1),

e dann verboten (Stufe 2),

e mit Widerwillen erlaubt (wenn ... und aber ...) (Stufe 3) und
o schlieBlich verpflichtend eingefuhrt (Stufe 4).

Ist das wirklich die Losung? Ich stelle daher folgende These an den Anfang:
e Der derzeitige Mathematikunterricht befindet sich am Beginn einer Sinnkrise.

Dadurch, dafy ich ,Krise“ und nicht etwa ,Katastrophe” sage, méchte ich zugleich einen verséhnlichen
Aspekt andeuten. Denn ,Krisis“ bezeichnet ja im Griechischen und Lateinischen eine entscheidende
Wendung, die entweder zum Guten oder zum Schlimmen verlaufen kann, wahrend ja eine ,Kata-
strophe* stets eine ungliickliche Wendung ist. Der Mathematikunterricht befindet sich somit m. E. im
Umbruch — zugleich mit Chancen zu einer positiven Entwicklung. Dazu bedarf es jedoch einer Ziel-
orientierung, und es ergeben sich schliellich Konsequenzen fir die Lehrerausbildung.

Ich beginne mit einer Graphik, die zugleich das Netzwerk bzw. Gerlst meiner Ausfiihrungen bildet
(Abb. 1). Im Zentrum steht hier der Mathematikunterricht, der zunachst in traditioneller Weise auf der
Folie der Bezugswissenschaft Mathematik erscheint. Wir sehen aber auch weiterhin, daf er in vielfal-
tiger Weise beeinfluf3t wird, wobei diese Einflulfelder teilweise wechselseitig aufeinander einwirken:

¢ Im oberen Bereich fallen drei Einflul3felder auf, die offenbar nicht vordergriindig mit dem Mathema-
tikunterricht zusammenhangen, namlich

— die Einbettung des Mathematikunterrichts in ein Konzept von Allgemeinbildung, ferner

— die Bedeutung von , Technik® und von ,Spiel” fir den Menschen und deren Zusammenhang mit
Allgemeinbildung.
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¢ Im unteren Bereich erkennen wir dagegen drei EinfluRfelder, deren Nahe zur Mathematik bzw.
zum Mathematikunterricht offensichtlich ist, namlich

— der Einflull der u. a. aus der Mathematik hervorgegangenen Informatik auf den Mathematik-
unterricht und auch auf die Mathematik selbst, zugleich ihr Zusammenhang mit dem Feld
»,Mensch und Technik® und damit auch mit ,,Allgemeinbildung®,

— ferner der Einflull des Computers als Werkzeug auf die Mathematik und auf den Mathematikun-
terricht, damit zusammenhangend dann auch die sog. ,Trivialisierung“ bestimmter mathemati-
scher Gebiete durch den Computer. Dies werde ich gleich erlautern.

e SchlieBlich weisen die anderen Pfeile auf das Vorhandensein weiterer vielfaltiger Beziehungen und
Einflisse hin.

Bei den oberen drei Einflulifeldern handelt es sich um Herausforderungen und Forderungen an die
Schule insgesamt, von denen dann auch der Mathematikunterricht in spezifischer Weise betroffen ist.
Eine ,Sinnkrise* wird hierdurch jedoch noch nicht notwendig hervorgerufen. Allerdings entspricht es
nicht der bisherigen Tradition, Mathematikunterricht nicht nur auf der Folie von Mathematik zu sehen,
und insofern wirken diese Herausforderungen wohl provokativ. Spater mehr dazu.

Die unteren drei EinfluRfelder beschreiben dagegen eine ,hausgemachte“ Sinnkrise, die in jungster
Zeit aus der Mathematik heraus entsteht, und zwar in Verbindung mit der Informatik und dem Compu-
ter. Hier méchte ich mit der Erlauterung dieser Ubersichtsgraphik ansetzen, werde dabei jedoch vieles
nur andeuten kénnen.

Wie komme ich nun dazu, von einer ,Sinnkrise” zu sprechen?

2 Zur ,Sinnkrise“ — fachbezogene Aspekte

2.1 Informatik

Es laRt sich begrinden, dall es einerseits informatische Aspekte von groRem allgemeinbildendem
Wert gibt, dal® aber fiir die schulische Umsetzung solcher Absichten kein eigenes Unterrichtsfach In-
formatik bendtigt wird. In diesem Zusammenhang entsteht also durchaus die Sinnfrage bezlglich ei-
nes kinftigen Mathematikunterrichts, wobei dies nicht dramatisch gesehen werden muf3, wenn nur
genugend Bereitschaft entwickelt wird, Inhalte und Methoden der Informatik im Bildungsangebot der
Schule und damit auch im Mathematikunterricht zu verankern. — Dies ware allerdings ein eigenes
Thema, das ich daher hier nicht weiter verfolgen kann. !
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2.2 Der ,,Computer als Werkzeug“ — neue Sichtweisen und Methoden

Etwas starker tritt die ,Sinnkrise” zutage, wenn wir uns dem Computer zuwenden, der zwar ein Pro-
dukt der heutigen Informatik ist, letztlich jedoch eine Materialisierung mathematischer Ideen darstellt,
welche bis auf Leibniz zurickgehen. Der Umgang mit dem Computer als einem sog. ,universellen®
Geréat wird ja zunehmend zur ,,Querschnittstechnik®, mit wichtigen Anwendungsmaglichkeiten auch fur
die Geisteswissenschaften, aber — wen sollte es wundern — er hat sich mittlerweile zu einem be-
deutsamen Werkzeug auch innerhalb der Mathematik als Wissenschaft entwickelt: in den 70er Jahren
zunachst bei den Numerikern, in den frihen 80er Jahren dann bei den Zahlentheoretikern und Al-
gebraikern, ab Mitte der 80er Jahre bei den Vertretern der Analysis und Stochastik und heute in allen
Bereichen. >

Der Computer ist damit Uber die Informatik nicht nur ein Spré3ling der Mathematik, sondern er wirkt
auch auf sie selbst zurlck. Und zwar entwickelt er sich zunehmend zu einem Werkzeug neuer Quali-
tat, indem er den Menschen bei geistigen Tatigkeiten unterstutzt bzw. ihn sogar davon entlastet. Er
wird deshalb auch vielfach als ,Denkzeug” bezeichnet.

Folgende ,Tatigkeiten“ des Mathematikers, die von diesem ,Denkzeug“ unterstutzt bzw. gar Uber-
nommen werden kdnnen, erscheinen mir dabei im bildungstheoretischen Kontext besonders wichtig:

e Entdecken, Beweisen und Kalkulieren

Es handelt sich hierbei um wesentliche mathematische Aktivitaten, die auch fir den Ma-
thematikunterricht bedeutsam, ja geradezu konstitutiv sind. ® Und in allen drei Bereichen spielt der
Computer als Werkzeug eine zunehmend wichtigere Rolle. Weil es sich hierbei um humane Qualifika-
tionen handelt, habe ich bereits vor einigen Jahren die Rolle des Computers hierbei ganz bewuf3t
anthropomorphisierend dargestellt: namlich als ,Entdecker und als ,Beweiser®; statt ,Kalkulierer” hat-
te ich jedoch aus gutem Grunde die Bezeichnung , Trivialisierer” gewahlt. « Der Aspekt des Kalkulie-
rers bzw. Trivialisierers spielt vor allem im Zusammenhang mit Computeralgebrasystemen eine wich-
tige Rolle, wahrend die Aspekte Entdecker und Beweiser insbesondere im Geometrieunterricht viru-
lent werden — aber nicht nur dort!

Dabei ist klar, dal® nicht das Werkzeug selbst ,entdeckt’, sondern vielmehr der Mensch mit Hilfe die-
ses Werkzeugs. Und entsprechend ,trivialisiert” nicht der Computer, sondern ursachlich der Mensch
durch die von ihm erdachten und dem Computer implantierten Algorithmen. Jedoch ist diese Uber-
zeichnende Anthropomorphisierung Absicht, indem die Rolle dieses neuartigen ,Helferleins® betont
wird. >

Dies alles sei nun kurz erlautert:

e Computer als Werkzeug: Entdecken und Beweisen

Die folgende Graphik (Abb. 2) wurde mit einem sog. Dynamischen Geomet-
riesystem (DGS; hier: EUKLID) erzeugt:

Es wird ein frei gewahltes Viereck mit beiden Diagonalen ,gezeichnet®, und
dann 18Rt sich diese zweidimensionale Figur dreidimensional als Tetraeder
deuten. Ferner erkennt man sofort ein Oktaeder, das aus den Seitenmitten
dieses Tetraeders entsteht, und bei Variation des Tetraeders im Zugmodus
springt ins Auge, dall gegenuberliegende Seiten des Oktaeders offenbar

stets parallel und gleichlang sind. Abb. 2

Der Computer tritt uns hier als Werkzeug gegenuiber, das dem Entdecken von Zusammenhangen
dient. Und tatsachlich bildet der Computer fir die mathematische Forschung mit seinen Moglichkeiten
zum ,Erzeugen, Unterstiitzen und Falsifizieren von Vermutungen®, wie Schupp es nannte, ¢ ein neuar-
tiges Werkzeug, und zwar flr eine experimentelle Mathematik, die es in dieser Form friiher nicht gab.
So gibt es zunehmend an Universitaten bereits Institute fir Experimentelle Mathematik — neue Ar-
beitsweisen entstehen, die durch heuristische Vorgehensweisen charakterisiert sind, indem mit Hilfe
dieses Werkzeugs mathematische Zusammenhange experimentell entdeckt oder verworfen werden.

Dazu aus der Schulmathematik ein
o Beispiel: Peripheriewinkelsatz

Wir benutzen ein DGS, z. B. auf einem Taschencomputer wie dem Tl 92: 7 Auf einem Kreis werden
variable Punkte markiert, und mit diesen und dem Kreismittelpunkt werden in Ublicher Weise zwei
Dreiecke Uber einer Sehne gebildet. Zusatzlich lassen sich die Malizahlen des Zentriewinkels und des
Peripheriewinkels in gewtlinschter Genauigkeit einblenden. Die gesamte Konstruktion ist von den
Schiulerinnen und Schulern mit Hilfe eines solchen Werkzeugs selbst durchfiihrbar (Abb. 3).
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Wenn nun einer der drei Punkte auf dem Kreis im sog. Zugmodus be-
wegt wird, so werden auch die Dreiecke verformt, und die jeweils zuge-
hdrigen Winkelmalie werden angezeigt. Damit wird der Peripheriewinkel-
satz ,entdeckt".

Diese eigentétige Zugangsweise ist — so meine Hypothese — von un-

gleich anderer Qualitat als die klassische Erarbeitungsweise, bei der in

der Lerngruppe arbeitsteilig vorgegangen wird und dann die Ergebnisse

verglichen und zusammengetragen werden. Dagegen bei Verwendung

eines solchen Geometrieprogramms kann jede Schilerin und jeder

Schuler die subjektive Wahrnehmung haben, selbst ,beliebig viele Falle®

durchspielen zu kénnen. Damit wird aber mdglicherweise der ,Beweis” Abb. 3
fur die Schuilerinnen und Schiler eine deutlich andere Qualitét be-

kommen kénnen:

Wahrend ein ,Beweis” in der Wissenschaft Mathematik nicht nur dem Verstehen von Zusammenhan-
gen dient, sondern methodologisch vor allem das Instrument der Erkenntnissicherung (unter logi-
schen Aspekten) ist, wird seine Rolle (unter psychologischen Aspekten) wohl spatestens jetzt im Ma-
thematikunterricht méglicherweise anders zu bewerten sein: Fir die Schilerinnen und Schiler wird —
so meine Hypothese — in einem solchen Fall die experimentell gewonnene Erkenntnis nicht nur Ver-
mutung, sondern bereits GewilRheit sein — so, wie ein empirisch arbeitender Naturwissenschaftler die
Gliltigkeit eines Effekts durch endlich viele Versuche nachweist, die durch Fachkollegen reproduzier-
bar sein mussen. Es sei dahingestellt, ob wir hier vielleicht Zeugen eines Wandels sind, der uns weg-
fuhrt von einer mehr ,idealisierten Mathematik” hin zu einer mehr ,materialisierten Mathematik!

Unabhangig davon gilt: Das alte mathematikdidaktische Problem des Weckens von Beweisbedlirftig-
keit wird durch diese neuen Werkzeuge nicht nur nicht ausgeraumt, sondern es verscharft sich wohl!

Um so mehr kann das Beweisen (endlich!) eine neue Rolle bekommen, zugleich auch eine neue
Chance in der Wahrnehmung der Schulerinnen und Schiler: Das Experimentieren offenbart zwar den
Fakt, aber es erklart nicht — d. h. die Frage, warum das denn so ist, wird durch das Experiment Uber-
haupt nicht beantwortet. Und hier bedarf es nun einer Analyse der Zusammenhange, verbunden mit
Argumentieren, Begriinden und ggf. Widerlegen. Der ,Beweis” dieses Sachverhalts kann damit dann
im Mathematikunterricht zwar einen Beitrag zum Verstehen der Zusammenhénge leisten, nicht aber
mehr — in der Wahrnehmung der Schilerinnen und Schiler! — zum Sichern der Erkenntnis, wie oft-
mals unterstellt wird (zumindest in der Argumentation vieler Lehrkrafte gegenuber ihren Schilerinnen
und Schulern zwecks Rechtfertigung solcher Beweise!).

Daher wird es vielleicht auch kiinftig ratsam sein, den begriindenden Aspekt eines Beweises deutlich
zu machen und ihn hervorzuheben gegeniber dem wahrheitssichernden Aspekte eines Beweises —
vielleicht sogar: von einer ,Begriindung” zu sprechen, nicht aber von einem ,Beweis”. Und das konnte
dann zu einer neuen ,Unterrichtskultur” fihren, etwa

weg vom: ,Beweise, dall das ... gilt!* und hin zum: ,Kannst Du begriinden, warum das gilt?*

Der Computer als Instrument der Erkenntnisgewinnung macht somit das Beweisen keinesfalls tber-
flissig, kann diesem Prozel jedoch unterrichtsmethodisch und erkenntnistheoretisch eine andere
Qualitat verleihen.

Diverse weitere Beispiele kdnnen das ebenso demonstrieren, wobei geometrische Beispiele mit Inva-
rianten hier besonders beeindrucken, etwa der Satz des Thales, der Schwerpunkt und der Fermat-
punkt eines Dreiecks. Es sei noch ein weiteres Beispiel angeschlossen, das sich auf geometrische In-
varianten bezieht.

e Beispiel: Seitenmittenvieleck

Bildet man zu einem beliebigen
Viereck das Seitenmittenviereck,
so stellt man bekanntlich Uber-
rascht fest, dal dieses offenbar
immer ein Parallelogramm ist
(Abb. 4) — auch bei ,libergeschla- *
genem® Ausgangsviereck (Abb. 5)!

Dies mag dann Anlal} zu geomet- B
rischen Reflexionen werden, wes-

halb das denn wohl so ist. (Vgl. A

auch das erste Beispiel zum Tet-

raeder!) 3

Abb. 4 Abb. 5
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Eine analoge Betrachtung bei Dreiecken liefert ein Seitenmittendreieck, das stets dhnlich zum Aus-
gangsdreieck ist, und das kann dann ein Auftakt zum Strahlensatz sein oder sich als Konsequenz aus
diesem ergeben.

Und wie sieht es aus, wenn man
entsprechende  Untersuchungen
beim Funfeck durchfuhrt?

Zunachst ergibt sich im Experi-

ment als Uberraschendes ,Ergeb-

nis“: Das Seitenmittenfiinfeck ist

Jmmer® konvex (Abb. 6). Erst

sorgfaltigere, d. h. vielseitigere

Experimente flihren zu der Ein-

sicht, daB diese erste ,Erkenntnis® Abb. 6

falsch war (Abb. 7). Abb. 7

Damit leistet das Experimentieren mit dem ,Entdecker” bei kluger Anwendung zugleich auch eine Ein-
sicht in die Mdéglichkeiten und Grenzen der Verwendung eines solchen Werkzeugs, und zum Begriin-
den gesellt sich das Widerlegen.

Das ,Beweisen” als wichtige mathematische Aktivitdt bekommt aber durch den Computer nicht nur im
Mathematikunterricht eine neue Qualitat, sondern z. T. auch in der Wissenschaft Mathematik: So ist
das automatische Beweisen von mathematischen Theoremen, von dem schon Leibniz trdumte, heute
Realitat geworden. Und zwar wird dieses von sog. Deduktionssystemen geleistet, die zur ,Klnstlichen
Intelligenz® gehoren.

Dazu ein Beispiel mit dem Beweisprogramm GEOEXPERT, das eigens flur den Geometrieunterricht
entwickelt wurde und auf einem kleinen Expertensystem basiert. 3

o Beispiel: Kongruenzbeweis

Gegeben sei ein gleichschenkliges Dreieck ABC mit gleichlangen Schenkeln AC und BC, ferner seien
die Teilstrecken AD und BE gleichlang. Es liegt dann die Behauptung nahe, daf3 auch die Sehnen DC
und EC gleichlang sind (Abb. 8).

Diese beiden Voraussetzungen und die Behauptung werden dem Experten-
system als Wissen bzw. als Behauptung ,mitgeteilt*
und von diesem als Knoten in einem zweidimensio-
nalen Netz veranschaulicht (Abb. 9). Das Experten-
system verfigt nun intern bereits Uber ,Schluf3re-
geln“ und ein ,Grundwissen® an Axiomen und Theo-
remen und versucht, aus diesem Vorrat weitere |7

COpC=EC

Aussagen als neue Knoten so auszuwahlen, daf® D *
zwischen den Voraussetzungen und der Behaup- B
tung ein Netz mit diesen Knoten interpoliert werden Abb. 8

kann. '

Dieses Netz wird von dem Programm schrittweise interpoliert und stellt die logi-
=8| sche Verknipfung der einzelnen Beweisschritte und damit dann den Beweis
dar (Abb. 10 bis 13).

CJAC=BC
vor

Abb. 9

CJEC=DC

CJEC=DC CJEC=DC

[ <CAB={ABC

1<CAB=CABC
wk_sk *

{CAB=<ABC
_sk

DE=ED DE=ED

Abb. 11 Abb. 12 Abb. 13
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Hieran sehen wir, wie solche ,Beweiser” prinzipiell funktionieren. Ferner ist auch offenkundig, daf sie
zu einem Verstandnis im Sinne einer ,Begrindung® beitragen kénnen, insbesondere bei Vorliegen
dieser zweidimensionalen Veranschaulichung, denn man kann jetzt ,verstehen®, warum der behaup-
tete Sachverhalt gilt, auch wenn man selbst vielleicht nicht auf einen solchen Beweis gekommen ist.

Jedoch wird auch die Beschrénktheit solcher ,Beweiser” deutlich: Ein ,Beweis® im Sinne einer Losung
eines Interpolationsproblems kann von einem ,Beweiser” nur dann gefunden werden, wenn er ledig-
lich mit Hilfe des ihm zu dem Zeitpunkt ,bekannten” Vorrats an Axiomen und Theoremen fiihrbar ist.
Ein Mensch als ,Beweiser* dagegen wird ggf. die spontane Idee entwickeln kdnnen, einen ganz neu-
en Aspekt zum Beweis heranzuziehen, um dadurch erst das Problem |6sen zu kénnen.

Andererseits tritt der Computer in der Mathematik noch ganz andersartig als ,Beweiser auf, wie wir
erstmals beim ,Beweis* des Vierfarbensatzes vor wenigen Jahren erleben mufdten. Dazu ein Zitat aus
dem Buch ,Sternstunden der modernen Mathematik“ aus dem Jahre 1990: »

Der erforderliche Rechenaufwand war so gro3, daR kein Mathematiker je hoffen konnte, alle Schritte per
Hand zu Uberprifen. Damit hatte sich der Begriff eines ,mathematischen Beweises" pl6tzlich von Grund
auf gewandelt. Eine Beflirchtung, die seit dem Aufkommen der ersten elektronischen Computer in den
fiinfziger Jahren bestanden hatte, war schlieRlich Wirklichkeit geworden: Der Computer hatte den Mathe-
matiker bei einem Teil der Konstruktion eines echten mathematischen Beweises abgel6st.

e Resiimee

Der Computer wird somit in seinen neuen Rollen als ,Entdecker” (d. h. genauer: als hilfreiches Werk-
zeug beim Entdecken von Zusammenhangen) und als ,,Beweiser“ zunehmend bedeutsam fir die Ma-
thematik. Ein kinftiger Mathematikunterricht wird solche Aspekte den Schiilerinnen und Schiilern
nicht vorenthalten dirfen, ihnen dazu aber notwendigerweise auch eigene Erfahrungen erméglichen
mussen. Ein Unterricht, der den Aspekt des ,Entdeckers” aufgreift, wird auch die Mdglichkeiten und
Grenzen der Erkenntnisgewinnung mittels solcher Werkzeuge zu reflektieren haben, um allgemeinbil-
denden Ansprichen gentgen zu kdnnen.

In geeigneter Weise mul} ihnen aber auch vermittelt werden, daR ein mit sog. ,kinstlicher Intelligenz®
ausgestatteter Computer dariber hinaus als ,Beweiser” benutzt werden kann, und zwar fir formallo-
gische Beweise. Dal} dafiir prinzipiell geeignete Software existiert, haben wir gesehen. Dies mag hel-
fen, den Blick zu 6ffnen fir den Unterschied zwischen dem formallogischen Beweisen und dem (krea-
tiven!) Finden einer Beweisidee, jedoch sollte auch das zeitaufwendige Uberpriifen von Fallunter-
scheidungen mit Hilfe des Computers, wie etwa beim Vierfarbensatz, als neue Form des ,Beweisens®,
wohl aber weniger des ,Verstehens®, erkannt werden.

Wir sehen somit exemplarisch, dal} bereits die Verfluigbarkeit des Computers Anlal3 genug ist, tber
den Mathematikunterricht nachzudenken — oder besser: ,vorzudenken“. Aus dieser ,Verflugbarkeit"
folgt jedoch nach meiner Einschatzung keineswegs das Erfordernis zum standigen Einsatz entspre-
chender Software beim Unterstitzen der Tatigkeiten des Entdeckens bzw. des Beweisens. Vielmehr
kann bereits ein gelegentlicher Einsatz geeignet sein, bei den Schuilerinnen und Schilern andere
Sichtweisen im o. g. Sinne entstehen zu lassen. Konkret heif’t dies etwa fir den Geometrieunterricht:

Die (gelegentliche und dann wohl eindrucksvolle) Erfahrung gemacht zu haben, mit Hilfe des Compu-
ters als Werkzeug ...

e Zusammenhénge entdecken zu kbénnen, jedoch damit noch lange nicht zu wissen, warum der ent-
deckte Zusammenhang gilt, bzw. aufgrund eines solchen Experiments zu voreiligen Schlliissen ge-
kommen zu sein, kann bewirken, in klassischen, ,hdndischen® Situationen differenzierter vorzuge-
hen;

e zuvor entdeckte oder behauptete Zusammenhénge beweisen zu kénnen (sei es nun mit Hilfe eines
Deduktionssystems oder durch Bearbeitung aufwendiger Fallunterscheidungen), kann u. a. einen
Beitrag dazu liefern, zu verstehen, was einen Beweis vom Finden einer Beweisidee unterscheidet.

Insgesamt scheint also der Geometrieunterricht aufgrund der ,Verfligbarkeit* des Computers vor neu-
en Chancen zu stehen. Zugleich wird eine Schiilerorientierung im Sinne offeneren Unterrichts erleich-
tert.
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2.3 ,Trivialisierung“ mathematischer Gebiete

Die Mathematiker haben nicht nur das Bestreben, Einsichten zu gewinnen und tiefliegende Satze herzulei-
ten. Daneben bemihen sie sich ernstlich darum, allgemeine Methoden zu finden, mit deren Hilfe gewisse
Klassen von Problemen systematisch behandelt und sozusagen automatisch gelést werden kénnen. Jede
neu gefundene Methode ist ein Fortschritt der Mathematik. Damit wird allerdings der durch diese Methode
beherrschte Aufgabenkreis trivialisiert und hoért auf, ein interessantes Gebiet der schépferischen Mathe-
matik zu sein.

Das schrieben Hermes und Markwald vor rund dreiBig Jahren in Band 1 der von Behnke et al. he-
rausgegebenen ,Grundziige der Mathematik“ '°, und sie trafen damit die Situation, vor der wir m. E.
heute stehen, vorausschauend und treffend.

So galt z. B. die Beherrschung arithmetischer Techniken einst als anspruchsvolle geistige Leistung —
ja gar als ein Merkmal von Bildung. Der Computer — und mit ihm der Taschenrechner — hat solche
menschlichen Fertigkeiten langst entzaubert und sie zur stupiden Rechenarbeit degradiert, die man
lieber einer Maschine anvertraut. Der Gsterreichische Mathematiker Buchberger ' nennt das — ganz
im Sinne von Hermes und Markwald — , Trivialisierung der Arithmetik durch den Computer”. Als Werk-
zeug nimmt der Computer dabei die klassische numerische Rolle als Rechner, Graphiker und Text-
verarbeiter wahr.

Das eigentlich Brisante sind die Moglichkeiten symbolischen Rechnens: Denn mittlerweile ist die
technische Entwicklung bei Hard- und Software so weit gegangen, dafl nun auferordentlich lei-
stungsfahige Programme vorliegen, mit denen man komplexere Strukturen wie Terme und Formeln
bearbeiten kann.

Damit tritt der Computer flir den Anwender in neuen, formalen Rollen auf, die zum ,symbolischen
Rechnen® gehdren, namlich als:

Termumformer - GleichungsIOser e — Differenzierer igeviscy — Integrierer pesimmiunbestimmy

Programme, die Derartiges leisten kdnnen, heiRen Formelmanipulationssysteme oder Computeral-
gebrasysteme (CAS) und sind heute bereits flir den PC verfligbar, so etwa die Programme DERIVE,
MATHEMATICA oder MAPLE und z. T. sogar schon flr neuartige , Taschencomputer” wie den Tl 92.
Das bedeutet also, daly damit auch das Gebiet der Formelmanipulation oder des symbolischen Rech-
nens im Sinne von Buchberger trivialisiert“ worden ist und somit der ,Bronstein® entbehrlich werden
konnte!

Der Begriff , Trivialisierung® wird in diesem Zusammenhang von Buchberger 1989 sinngemal wie folgt
ausgescharft: 13

Ein mathematisches Gebiet heil’t ,trivialisiert’, sobald ein ausfihrbarer und effizienter Algorithmus existiert,
der jedes gegebene Problem dieses Gebiets 10st.
In diesem Sinne sind mittlerweile die ,Gebiete” »integration elementarer transzendenter Funktionen«
. J 1 . und »Beweisen geometrischer Sétze« trivialisiert worden.
G — dX
x

Die sog. ,Computeralgebra“ basiert auf entsprechenden Algorithmen, die in
2: LN GO

Verbindung mit heutiger Hardware die menschlichen Leistungen um Gro-
Renordnungen Ubertreffen. Der Algorithmus von Risch entscheidet etwa fiir
jeden vorgelegten Integranden, ob eine Stammfunktion existiert, und im Fal-
le der Existenz wird auch ein Term einer Stammfunktion angegeben (Abb.
14). Und erst recht ist das

3: ILH (x) dx

b: ASIN (x)

x

Abb. 14

8 =6 ) = Gebiet ,Termumformun- [~
1 gen“ ftrivialisiert worden . ) »
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5: 2 . vy . e
I - x ) Bei solchen Tatigkeiten Zea 2
wie  Termumformungen,

Gleichungslésen, Diffe-
renzieren und Integrieren

x . .
. I handelt es sich um die 5 3 z
7 a dx - . 4 (x - Zx +2x +x—3)
Ausfiihrung von Kalkiilen, 1.
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Abb. 15
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Die hier verwendeten (unsichtbaren!) Algorithmen trivialisieren“ nun dieses Kalkulieren — jedoch tritt
diese ,Trivialisierung“ erst durch und tber den Computer in Aktion und wird somit fir den Menschen
spurbar. '4 Ich bezeichne daher den Computer unter diesem dritten Aspekt als ,Trivialisierer* — wie-
derum ganz bewuf3t anthropomorphisierend.

Der Aspekt des ,Trivialisierers® ist insofern von besonderer Bedeutung, weil er in qualitativ ganz ande-
rer Weise auf den Mathematikunterricht wirksam wird als etwa der ,Entdecker und der ,Beweiser®:
Denn diese Trivialisierung hat mdglicherweise Konsequenzen fir den Mathematikunterricht, auch oh-
ne dal® Computer eingesetzt werden, weil der Stellenwert bestimmter Gebiete des traditionellen Ma-
thematikunterrichts drastisch sinken kann:

Bedenken wir nédmlich, dal} ein wesentlicher Teil des bisherigen, realen Mathematikunterrichts der Er-
arbeitung und Festigung von Kalkilen dient — also dem ,Kalkulieren®, z. B. Termumformungen, Glei-
chungsldsen, Differenzieren, Integrieren — und dieses Kalkulieren nun nicht mehr — wie bisher —
dem Menschen vorbehalten ist, sondern von solchen neuartigen Systemen, also den , Trivialisierern®,
Ubernommen werden kann, so gelangen wir unweigerlich zu der Frage, welche dieser ,Kalkilkom-
petenzen® kiuinftig noch in welchem Umfang erforderlich im Sinne von ,allgemeinbildend” sind. Diese
Frage ist fir die Mathematikdidaktik neu und noch nicht mal ansatzweise beantwortet.

Solche neuen Taschencomputer werden sicherlich bald in die Schulen einziehen, so wie es erst mit
den Tafelwerken, dann mit dem Rechenstab und schlieRlich mit den Taschenrechnern geschah. Aber
wenn dann einerseits das Kalkulieren auch in der Analysis und der Linearen Algebra nicht mehr von
Hand erledigt werden muR und andererseits interaktive, dynamische Geometrie auf dem Taschen-
computer moglich ist, dann ist die Sinnkrise des Mathematikunterrichts offenbar, und es entsteht die
Frage, an welchen Zielen sich ein kiinftiger Mathematikunterricht wohl orientieren sollte bzw. kénnte!

3 Fachubergreifende Aspekte

¢ Technologie und Spiel

Ich greife hierbei zunachst auf eine frihere ,Standortbestimmung® von mir fur den Mathematikunter-
richt ' zurlick (Abb. 6): Der Mathematikunterricht steht hier nicht etwa im Mittelpunkt der Welt, sondern
er steht als Teil dieser Welt im Mittelpunkt meiner Betrachtungen. Die wesentlichen Aussagen in die-
ser Graphik sind die folgenden:

e Ein kunftiger ,Mathematik®-Unterricht erfordert nicht nur Mathematik als fachliche Bezugswissen-
schaft, sondern (zumindest) auch Informatik, wie bereits erwahnt — wobei es inhaltliche Uber-
schneidungen zwischen diesen beiden Disziplinen Mathematik und Informatik gibt.

¢ Gemessen an Defiziten des derzeitigen Schulsystems, die fiir mich subjektiv erkennbar sind, sehe
ich weiterhin folgende Dimensionen fiir die Formulierung von Zielen und die Auswahlentscheidung
fiir Inhalte und Methoden:

Technologie als verantwortungsethisch orientierter Anwendungsbezug
Spiel als nicht auf Nutzen gerichteter Gegenpol zum Anwendungsbezug

Das bedarf einer Erlduterung dieser Begriffe und einer Begriindung ihrer Allgemeinbildungsrelevanz:

Technologie: Zur ,Technologie“ gehért
nach heutigem philosophisch-sozialwis-
senschaftlichen Verstandnis die Reflexion
der Folgen des eigenen und des Kollekti-
ven technischen Planens und Handelns,
was zur verantworteten Technikgestaltung
fuhrt. Es geht also um das ,Prinzip Ver-
antwortung® im Sinne von Hans Jonas. Ich Mathematik-
nenne das in Anknipfung an eine Be- e Unterricht

zeichnung des Philosophen Max Scheler - ;

aus dem Jahre 1926 den ,Aspekt des Hﬂ.n@[rmdﬂk
homo faber®, 1+ und fir den Technikphilo- %”67_ e
sophen Walther Chr. Zimmerli ist das da- Faber

mit verbundene Menschenbild normativ im
Sinne einer ,Verpflichtung zur ethischen
Reflexion®. 17

well

il Spie_l
"~ Mathemeii<

/\

Abb. 6
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Spiel: Der Erziehungswissenschaftler Horst Ruprecht fordert sehr nachdriicklich Aspekte von ,Spiel”
in der Schule. Dabei stitzt er sich einerseits auf die Beobachtung einer ,kognitiven Uberbetonung*
des Unterrichts, die im Zusammenhang mit der sog. ,Wissenschaftsorientierung® entstanden ist.

Andererseits weist er darauf hin, dall der Mensch ,das am ldngsten spielende und am meisten des
Spielens bediirftige Wesen® sei, und er leitet hieraus die Forderung ab, dall das Bildungsangebot der
Schulen sich in allen Fachern wieder fir die ,Spiel-Rdume des Denkens” 6ffnen misse. Ruprecht be-
nutzt dabei den Begriff ,Spielraum“ im Sinne von ,spielerischer Freiraum* als freie Ubersetzung des
griechischen ,scholé® fur ,MuRe“ (worauf ja unser heutiges ,Schule” sprachlich zuriickgeht). Er ruft
damit eindringlich zu mehr MuBe in der Schule auf. Auch fir den Mathematikunterricht entstiinden
demgemal besondere Aufgaben, und er schreibt: '8

Mathematik ist ein grandioses Spiel des Geistes, und als solches mifte sie in den Schulen erscheinen.
Spielerische Aspekte in der Schule zu berlcksichtigen, wird in letzter Zeit in der padagogischen Lite-
ratur zunehmend gefordert, so etwa im ,Friedrich Jahresheft XIII; 1995“ mit dem Titel: ,Spielzeit —
Spielrdume in der Schulwirklichkeit‘. Ich nenne das im Kontrast zum bereits erwadhnten ,Aspekt des
homo faber” den ,Aspekt des homo ludens“ und kniipfe damit an die Betrachtungen des Niederlan-
ders Johan Huizinga aus dem Jahre 1938 an. ¢

Doch was ist eigentlich ein ,Spiel“? Ich beschranke mich hier auf die Angabe von Eigenschaften des-

jenigen Prototypen, auf den sich meine Konzeption bezieht, wobei die Aufzahlung nicht abschlief3end

zu verstehen ist:

Das Spiel ...

— findet seinen Sinn in sich selbst,

— es erzeugt Freude,

— es ist weitgehend nicht auf Nutzen oder konkrete Anwendung gerichtet,

— es wird individuell, haufig in Gruppen, durchgefliihrt, hat damit auch eine soziale Komponente,

— es findet dabei durchaus nicht regellos statt, wie wir schon an dem Wort ,Spielregeln® sehen, die
sozial ausgehandelt werden mussen,

— es erfordert von allen Mitspielern Aktivitat, d. h., es gibt kein ,passives Spielen®,

— es bedarf dennoch der Mui3e.

Bei der Technologie geht es hingegen um
— konkrete Anwendungen von Theorien und Verfahren, denn
— Technik ist auf Nutzen gerichtet, und

— wegen der mdglichen Folgen ist aus Griunden der Verantwortlichkeit eine kritische Reflexion des
eigenen und gemeinschaftlichen Tuns unter ethischen Aspekten erforderlich.

In diesem Sinn unterscheiden sich die allgemeinbildenden Dimensionen ,Spiel“ und ,Technologie®
grundsatzlich, und man kdnnte die wesentlichen Unterschiede etwa wie folgt hervorheben:

e Zur Technologie gehdrt stets eine AuBBenwirkung, die zu verantworten ist,

e das Spiel hingegen ist primar ohne Aullenwirkung, denn es ist nach innen gerichtet.

Den mit dem homo faber, also mit ,Technologie®, verbundenen Bildungsaspekt nenne ich ,technolo-
gische Bildung®, hingegen geht es bei dem homo ludens, also beim ,Spiel“, um eine ,vielseitige, indi-
viduell ausgerichtete Bildung“, die den urspringlichen Bildungsauftrag von Schule im Sinne von
»Scholé” (also von ,Muf3e*) betont.

Welche Stellung haben nun ,Spiel“ und ,Technologie® in einem kunftigen Verstandnis von ,Allgemein-
bildung“? Ich komme dazu auf die Eingangsgraphik zuriick (Abb. 1).

¢ Allgemeinbildung heute und morgen?

Hier ist insbesondere Wolfgang Klafki zu nennen, ohne jedoch sein Allgemeinbildungskonzept im
Rahmen dieses Vortrags auch nur anreil3en zu kdnnen. Ich mdchte lediglich auf folgendes hinweisen:
Abgesehen davon, dal Allgemeinbildung eine Bildung fiir alle sein mul}, ist fur Klafki Allgemeinbil-
dung durch die folgenden beiden Aspekte wesentlich gekennzeichnet:

1. Bildung im Medium des Allgemeinen
2. Bildung in allen Grunddimensionen menschlicher Féhigkeiten

Ad 17: Hier geht es um einen verbindlichen Kern dessen, das alle gemeinsam angeht, und zwar mit
dem Ziel, dal} jeder einzelne ein ,geschichtlich vermitteltes Bewulf3tsein von zentralen Problemen der
Gegenwart und — soweit voraussehbar — der Zukunft® gewinne, genannt: ,Schllsselprobleme®,
z. B. Gefahren und Méglichkeiten der neuen Informations- und Kommunikationstechniken und -medien.
Damit gehdrt aber auch das EinfluBfeld ,Mensch und Technik“ mit dem Aspekt ,Technologie® hierher.
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Ad 2: Hiermit meint Klafki, daf} Allgemeinbildung auch die Eigenschaft vielseitiger Bildung aufweisen
muf. Das bedeutet insbesondere eine Schilerorientierung in dem Sinne, dal} sich die Schiilerinnen
und Schuler auch als Individuen mit eigenen Winschen und Neigungen erfahren muissen. Es sollte
deutlich geworden sein, dall das ,Spiel“ zu diesem zweiten Allgemeinbildungsaspekt von Klafki ge-
hort, und insofern ist das Einflulfeld ,Mensch und Spiel* zu verstehen.

e Mathematik als Technologie

Uber das Feld ,Mensch und Technik* wird aber auch die Mathematik selbst angesprochen, denn sie
entwickelt sich ja mit steigender Tendenz zu einem unentbehrlichen Werkzeug in Wissenschaft und
Gesellschaft und bekommt damit Zuge einer Technologie im philosophisch-sozialwissenschaftlichen
Sinn. Entsprechend wirden in diesem Sinne Ziele fur einen kinftigen Mathematikunterricht zu entwi-
ckeln sein, in denen herauszustellen wére, wie die Schilerinnen und Schuler einerseits erleben kon-
nen, in welcher Weise Mathematik tatsachlich anwendbar ist, wie sie aber auch erfahren kénnen, daf}
die ethische Frage nach der Verantwortlichkeit fiir die Folgen des eigenen und kollektiven Tuns sich
auch fur den Mathematiker stellt.

Zu dieser kritischen Betrachtungsweise gehdren dann auch Grenzen der Anwendbarkeit von Ma-
thematik, die zum Beispiel folgende Bereiche betreffen: >

e Unterschied zwischen mathematischer Sprache und natirlicher Sprache,

e Unterschied zwischen mathematischer, zweiwertiger Logik (also dem ,tertium non datur®) und ei-
ner ,realititsbezogenen® Logik wie der ,Fuzzy logic".

4 Mathematikunterricht auf der Folie von Mathematik

In traditioneller Sichtweise wird der Bildungsauftrag des Mathematikunterrichts darin gesehen, dal} er
ein ,gultiges Bild der Mathematik® zu vermitteln habe — Mathematikunterricht also ,auf der Folie von
Mathematik®“. Halt man an dieser Vorstellung fest, dann ist jedoch folgendes zu beachten: Meine Aus-
fuhrungen und die Eingangsgraphik (Abb. 1) sollten deutlich machen, dal’ die Mathematik ihrerseits
vielfaltigen Einflissen ausgesetzt ist und damit wohl das sog. ,qglltige Bild von Mathematik” einem
Wandel unterliegt.

Ich habe angedeutet, dal® Mathematik sowohl Ziige des Spiels als auch einer Technologie hat. Um
auf dieser Basis nun eine inhaltlich orientierte Zieldiskussion fur einen kinftigen Mathematikunterricht
fuhren zu kénnen, wird man nicht umhin kommen, fundamentale Ideen der Mathematik im Sinne von
Bruner zu diskutieren, denn: Fundamentale Ideen einer Disziplin kdnnen helfen, allgemeine Ziele ei-
nes Unterrichtsfachs auszuhandeln. Hierbei sehe ich die Notwendigkeit der Einbeziehung fundamen-
taler Ideen auch der Informatik in diesen Diskurs, um dann moglicherweise Ziele eines kinftigen ,Ma-
thematikunterrichts® um einen Kern aus fundamentalen Ideen beider Disziplinen (als gemeinsamen
fachlichen Bezugswissenschaften) zu entwickeln.

Zu diesen Ideen gehdéren dann aber auch notwendig Begriffe und Probleme, ferner auch Strategien
zur Losung dieser Probleme, und das fuhrt mich abschlieRend zu einem weiteren wesentlichen As-
pekt, namlich

Geschichte der Mathematik als methodische Leitlinie:

Zur kritischen Reflexion der verwendeten Methoden und Werkzeuge, aber auch zur Wirdigung der
zweifellos seit Anbeginn spielerischen Aspekte mathematischen Tuns gehdrt notwendig ein Blick in
die historische Entwicklung der Begriffe, Ideen, Probleme und Strategien. In diesem Sinn kann ,Ge-
schichte der Mathematik ein spannender didaktischer Aspekt zur methodischen Gestaltung von Un-
terricht sein. Und zwar wird durch eine solche ,historische Verankerung® eine innermathematische
Beziehungshaltigkeit unter kulturhistorischem Aspekt erreicht — eine ,Verankerung® zugleich auch im
Sinne von Ausubel. % Dabei geht es dann nicht primdr um neue Inhalte, sondern um eine andere
Sichtweise und damit andere methodische Zugange geeigneter Themenbereiche. Dies kénnte Ge-
genstand eines eigenen Vortrags sein.

Lassen Sie mich zum Abschluf nun aus subjektiver Sicht Perspektiven fur die Weiterentwicklung an
Konzepten fir einen kinftigen Mathematikunterricht skizzieren, die sich an meine bisherigen Ausfih-
rungen anschlielen.
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5 Perspektiven fiur einen kiinftigen Mathematikunterricht
5.1 Aufgaben der Mathematikdidaktik

1. Zunachst wird es darum gehen missen, die
inhaltliche und organisatorische Weiterarbeit an Konzeptionen zur Beriicksichtigung des
Computers als Werkzeug, Medium und Tutor
energisch
voranzutreiben, und zwar insbesondere unter Beriicksichtigung der neuen technischen Mdéglichkeiten fiir
e graphische Taschencomputer (GTR) und
e |eistungsféhige Personalcomputer fir
— Funktionenplotter,
— Rechenblatter,
— Computeralgebra (z. B. DERIVE, MATHEMATICA, MAPLE, ...),
— Software fir Modellbildung und Simulation und
— interaktive Geometrieprogramme (z. B. CABRI GEOMETRE, EUKLID, GEOLOG, THALES, ...).
Bei den Personalcomputern sind vor allem rechtzeitig die sich abzeichnenden Entwicklungen zur Mi-
niaturisierung zu bericksichtigen, die dazu flihren werden, da} schon bald ,Taschencomputer® der

neuen Generation allseits verfligbar sind, die auch symbolische Operationen im Sinne von ,Trivialisie-
rung“ ermaoglichen.

Im Bereich der Geometrie werden wir jedoch wohl weiterhin auf Gerate mit groRem, hochauflésendem
Display und Maus angewiesen sein, weil sonst asthetisch kein Genufd entsteht. Interaktive Kon-
struktions- und Beweisprogramme werden hier sicherlich eine grol3e Bedeutung erlangen.

Diese wichtigen, methodisch orientierten Aufgaben der Mathematikdidaktik fihren zwangslaufig aber
auch zu solchen Aufgaben, die Ziel-, Inhalts- und Sinnfragen betreffen. Und zwar sehe ich hier fol-
gende weiteren beiden groRen Aufgabenbldcke:

2. Inhaltliche Entschlackung und ggf. neue Sinnbestimmung des Mathematikunterrichts aufgrund
— der Verfiigbarkeit informatischer Methoden, auch in der Mathematik,
— der Berucksichtigung fundamentaler Ideen von Mathematik und Informatik,
— der Berticksichtigung der padagogischen Diskussion um Allgemeinbildung,

— der Bericksichtigung technologischer Aspekte im Sinne der Realisierung einer technologi-
schen Bildung, welche die Beachtung und Betonung der Grenzen der Anwendbarkeit der ent-
sprechenden Methoden aus Mathematik und Informatik und ggf. ethische Aspekte mit ein-
schlieft,

dabei insbesondere

— des Vorhandenseins von , Trivialisierern“ (und damit des Verfalls klassischer Bereiche des rea-
len Mathematikunterrichts bis hin zur Bedeutungslosigkeit im Sinne von: ,,Wieviel Termum-
formung braucht der Mensch?“), verbunden mit der moéglichen Entstehung von ,Freirdu-

“

men-.

3. Inhaltliche und methodische Ausgestaltung von Freirdaumen zu ,Spielrdumen®, wie es Horst
Ruprecht nennt. Und zwar geht es hier um Mdglichkeiten zur Entstehung von ,Muf3e” im Sinne
des griechischen ,scholé”, worauf ja unser Begriff ,Schule” zuriickgeht, was leider in Vergessen-
heit geraten ist.

Eine solche Ausgestaltung von mdglichen Freirdumen ist denkbar durch

— neue Ziele,

— neue Akzentuierung alter Ziele bzw.

— neue Wege zu alten Zielen.

Hierbei kann auch der konkrete Computereinsatz eine wichtige Rolle spielen.

Wenn es denn eine solche ,Trivialisierung“ mathematischer Gebiete durch Hardware und Software —
also z. B. neuartige Taschenrechner bzw. Taschencomputer oder Computer mit Software — gibt, so
ergeben sich mit Sicherheit zumindest die folgenden

drei Fragen,
die von der Mathematikdidaktik und damit auch von uns zu bearbeiten sind:
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(1) Was ist bei der Verwendung von ,Trivialisierern — und anderer Software — im Mathematik-
unterricht zur Erreichung bisheriger Bildungsziele zu beachten?

Das ist eine naheliegende Frage, die vom bestehenden Curriculum ausgeht und von der Suche nach
methodischen Verbesserungsmdglichkeiten mit Hilfe des Computers als einem Werkzeug geleitet
wird.

Hierzu gehort dann auch die Frage, welche Rolle solche Systeme kiinftig bzw. schon jetzt beim Abitur
spielen sollen, etwa: Abitur mit DERIVE?

Auch sind in diesem Zusammenhang folgende weitere anthropomorphisierende Aspekte des Compu-
ters zu beachten: »

e Der Computer als ,,Produzent” von Material bzw. Beispielen

Graphische und rechnerische Schwierigkeiten der Schilerinnen und Schiler kénnen umgangen wer-
den, so dal alle die gleichen Voraussetzungen haben, GesetzmaRigkeiten zu entdecken. Umfangrei-
ches Datenmaterial (Zahlenmaterial, Bildmaterial und graphisches Material) erleichtert die Verallge-
meinerung von festgestellten RegelmaRigkeiten, und der Schwerpunkt des Unterrichts kann auf das
Aufstellen von Hypothesen, das Formulieren von Satzen sowie das Beweisen derselben gelegt wer-
den. Beispiel: Das Seitenmittenviereck eines beliebigen Vierecks ist stets ein Parallelogramm (s. 0.).

e Der Computer als , Tauscher®

Durch die Erfahrung der Grenzen z. B. der Graphikauflosung des Rechners oder von Rundungsprob-
lemen wird die Notwendigkeit einer kritischen Untersuchung und Interpretation der vom Computer an-
gebotenen Ldsung deutlich.

Beispiele:

— ,Konvergenz" der harmonischen Reihe WEBEIn €96, B

— Der Graph von sin(kx) ist bei passend groRem k nicht Ye=zih A
von dem von sin(x) zu unterscheiden (Abb. 7 fir k = W= \/
96; Wert von k abhangig vom jeweiligen Display und Wy=
weiteren Parametern > ,Stroboskopeffekt” ). Abb. 7

Neben dieser Frage nach Beriicksichtigung der Mdglich-

keiten, Bedingungen und Folgen des Computereinsatzes im Rahmen des bisherigen Curriculums
missen aber im Zusammenhang mit Trivialisieren auch folgende, inhaltlich zukunftweisende Fragen
gestellt werden:

(2) Gibt es neue Bildungsziele fir den Mathematikunterricht durch die Verwendung(smaoglichkeit) von
, Trivialisierern®im Unterricht?

(3) Gibt es neue Bildungsziele fir den Mathematikunterricht aufgrund der Existenz von ,Trivialisie-
rern® —

und zwar ohne dal diese im Unterricht eingesetzt werden (missen)?

Wahrend die zweite Frage eigentlich eine sachlogische Vertiefung der ersten darstellt, ist die dritte
von vollig neuer Qualitat: Denn hier wird unterstellt, dal durch ,Trivialisierung“ bestimmte kanonisierte
Bereiche des Mathematikunterrichts an Bedeutung verlieren oder gar entbehrlich werden kénnen, was
dann die Entstehung von Freirdumen fir neue Zielsetzungen zur Folge haben konnte.

5.2 Chancen und Probleme

Plakativ lielRe sich das etwa folgendermalien ausdriicken:

|e meditieren statt differenzieren?

Dieser Punkt ist insofern besonders bedeutsam, weil er eine spielerisch-philosophische Qualitat des
Mathematikunterrichts betont — im Sinne einer anderen Unterrichtskultur; denn ,meditieren“ bedeutet
»Sinnierend betrachten“ oder ,versenken®. Natrlich stoRen wir damit auf Wagenschein!

Zusammenfassend mit dem Vorhergehenden laft sich folgende Frage anschliel3en:

e Ergeben sich aufgrund der Existenz von Trivialisierern vielleicht neue Chancen fiir den Mathema-
tikunterricht —

Chancen, die wir uns eigentlich schon immer gewlnscht haben?
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Méglicherweise werden wir in diesem Zusammenhang einen keineswegs neuen Aspekt des Mathe-
matikunterrichts wieder beleben kénnen (oder missen?): den mathematischen Aufsatz! Auch wird
besonderes Augenmerk der Entwicklung kinftiger Aufgaben-Prototypen sein, Aufgaben, die mdgli-
cherweise weniger eng und ,konvergent als bisher, sondern offener und eher ,divergent® zu konzipie-
ren sind.

Dabei muf’ zugleich bertcksichtigt werden, daf} ein kiinftiger Mathematikunterricht bei Wegfall ,trivia-
lisierter Gebiete®, die als kalkiilhafte Bereiche bisher einen quantitativ groRen Teil des Unterrichts ein-
nehmen, nicht leichter und schon gar nicht ,trivial* wird. Wenn dann noch der Druck auf die Bildungs-
politik seitens der Informatik Gber machtige Interessenverbande immer starker wird, und wenn dann
ferner die Meinung wachsen sollte, dal® angeblich mittels informatischer Methoden Anwendungs-
probleme besser I6sbar seien, als es im herkdbmmlichen Mathematikunterricht vermittelt wird — was
bleibt dann?

Wenn wir nicht rechtzeitig die Kraft zur Reflexion, Fundierung und Weiterentwicklung der Zielsetzun-
gen eines kinftigen Mathematikunterrichts entwickeln, dann wird dieser wohl — so meine Vermutung
bzw. Beflrchtung — eine Qualitat erhalten, die ihn in die Nahe des Philosophieunterrichts riickt.

Philosophieunterricht ist aber erstens kein Pflichtfach (wie jetzt i. d. R. der Informatikunterricht) und
wird auflerdem etwa nur zweistiindig erteilt (wie ebenfalls der derzeitige Informatikunterricht)!

Was bleibt also?

Man vereinige wesentliche, ,fundamentale® Ideen aus den beiden Disziplinen ,Informatik* und ,Ma-
thematik®, um daraus ein neues, gewichtiges, zukunftsorientiertes Unterrichtsfach zu konzipieren!

Der Name dieses Fachs? Was spricht gegen ,Mathematikunterricht“?

Ich sehe daher kinftig neben Mathematik auch Informatik als fachliche Bezugswissenschaft eines
neuartigen ,,Mathematik“-Unterrichts. Wir brauchen somit keine Konfrontation zwischen den Interes-
sengruppen der Facher Mathematik und Informatik, sondern wir sollten auf eine Integration drangen,
denn

— auch eine Kooperation wird letztlich nicht gelingen,

— und es gibt noch andere gewichtige Aspekte von Schule aul3er Mathematik und Informatik!

6 Konsequenzen fiir die Lehrerausbildung

Meine Uberlegungen haben schlieRlich auch Konsequenzen fiir die Lehrerausbildung, und zwar in
beiden Ausbildungsphasen. Dazu einige

SchluBthesen:
Die Ausbildung kinftiger ,Mathematik“-Lehrerinnen und -Lehrer sollte folgenden Anspriichen genigen:

1. eine fachwissenschaftliche Ausbildung in Mathematik und Informatik, unter Einbeziehung theoreti-
scher und praktischer Aspekte bezlglich ,Computer als Werkzeug®,

2. eine fachdidaktische Ausbildung unter Bericksichtigung ,fundamentaler Ideen” aus Mathematik
und Informatik, verbunden mit historischen Betrachtungen bezuglich der Genese von Ideen, Begrif-
fen, Problemen und Strategien, auch hinsichtlich der Bedeutung von ,Kalkiilkompetenz*,

3. eine fachlUbergreifende philosophisch-sozialwissenschaftliche Ausbildung bezlglich ,Mensch und
Technik® im Sinne von Zielsetzungen einer ,technologischen Bildung®, vor allem auch

4. ein Kennenlernen von ,Muf3e“ und spielerischen Aspekten.

Da diese Forderungen wohl unter den zu erwartenden Rahmenbedingungen einer verklrzten Stu-
dienzeit einzuldésen waren, erganze ich sie um zwei weitere:

5. Entschlackung des Studiums unter gleichzeitiger Beschrankung auf auszuhandelndes ,Wesent-
liches® zugunsten exemplarischer Vertiefung,
6. Schaffung eigener Lehramtsstudiengange — auch fir das Lehramt an Gymnasien.

Gerade der letzte Punkt wird wohl Irritationen und Widerstand hervorrufen und mit Befurchtung einer
Niveausenkung vorgetragen werden. Jedoch wird eher das Gegenteil richtig sein: Ich halte es fur un-
tragbar, zukunftigen Mathematiklehrerinnen und -lehrern Mathematik (und auch Elemente der Infor-
matik) nur als Fertigprodukt im Sinne eines wohldurchdachten, ausgefeilten Systems vorzusetzen, ih-
nen jedoch die wesentliche Erfahrung des Suchens, Irrens, Probierens, Entdeckens — also: des For-
schens — vorzuenthalten. Dies ware nun einen Vortrag zum Thema ,Irrtum® wert: Ich pladiere ndm-
lich eindringlich fur eine Unterrichtskultur, die das ,Schilerrecht auf Irrtum® pflegt — in Ankupfung an
das Buch von Bernd Guggenberger: ,Das Menschenrecht auf Irrtum*. Statt dessen begnige ich mich
in diesem Zusammenhang mit der Nennung der beiden folgenden Zitaten:
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Aus Bertold Brecht, Geschichten vom Herrn Keuner:

+Woran arbeiten Sie?“ wurde Herr K. gefragt. Herr K. antwortete:
»Ich habe viel Miihe, ich bereite meinen nachsten Irrtum vor.*

Aus Odo Marquard, Apologie des Zufalligen:
+Wir irren uns empor.©

Hierzu gehort auch, den Schilerinnen und Schilern zu vermitteln, dafy mathematische Begriffe weder
absolut noch starr sind, sondern sowohl in kultur- und wissenschaftsgeschichtlicher als auch in an-
wendungs- und kontextbezogener Hinsicht dynamisch und vielfaltig sind, dal3 also das Bilden von
Begriffen und Definitionen stets ein kreativer Prozel} ist, der mit vielen Irrtimern verbunden ist. Das al-
les ist jedoch nur bei quantitativer Reduktion und qualitativer Ausweitung méglich und erfordert Lehr-
veranstaltungen besonderer Art — zumindest teilweise. Ein so durchdachter Studiengang fur das
Lehramt in Mathematik wird Ubrigens nicht automatisch leichter werden — hier liegt eine dhnliche Si-
tuation vor wie fur einen von mir prognostizierten kiinftigen Mathematikunterricht!

Ich schlieRe mit einem Zitat aus der Einleitung eines Sammelbandes von Biehler, Heymann und Win-
kelmann: 7

Fragen der Lehrerbildung gewinnen wieder an Bedeutung, und zwar innerhalb wie auRerhalb der Hochschulen. Das hat
zunachst handfeste daullere Griinde, ebenso wie das zwischenzeitliche Desinteresse an diesen Fragen wahrend der
achtziger Jahre. Vor dem Hintergrund der Sorgen einer ganzen Hochschulgeneration ausgebildeter Lehrerinnen und
Lehrer, einen angemessenen Arbeitsplatz zu finden, schien es miRig, sich um inhaltliche Reformen zu bemuhen. Die
Lehrerausbildung spielte im Alltag der Hochschulen nur noch eine randsténdige Rolle. Studienseminare wurden man-
gels Bedarf aufgel6st. [...] In den letzten finf Jahren hat sich die Situation an den Hochschulen, aber auch in den Stu-
dienseminaren, grundsatzlich gewandelt. Auf der einen Seite gibt es wieder volle und tbervolle Hérséle und Seminare;
die Ausbildungskapazitaten sind dem neuen Ansturm weder personell noch von der sachlichen Ausstattung her ge-
wachsen. Auf der anderen Seite sind die inhaltlichen Anspriche und Erwartungen der Gesellschaft gegeniber dem
Lehrerberuf — vor allem was die erwiinschten padagogischen Fahigkeiten angeht — seit den sechziger und siebziger
Jahren merklich gestiegen. Beides zusammengenommen signalisiert dringlichen Reformbedarf. Die etablierte Ausbil-
dungspraxis wird dabei zunehmend in Frage gestellt, und bei vielen Betroffenen ist ein spirbares Unbehagen gegen-
Uber dem Status quo zu verzeichen:

— Lehrerinnen und Lehrer sind im Nachhinein haufig unzufrieden mit der Ausbildung, die sie durchlaufen haben, so-
wohl mit der ersten wie auch mit der zweiten Phase. Sie flhlen sich auf viele Anforderungen ihres beruflichen All-
tags nicht hinreichend vorbereitet.

— Studierende sehen wenig Zusammenhang in dem, was sie lernen sollen: Der Berufsbezug wird ihnen oftmals weder
in den fachlichen noch in den fachdidaktischen und padagogischen Studienanteilen in erwlinschtem Maf3e deutlich.

— Diejenigen, die fur Lehrerausbildung an Universitat und Studienseminar verantwortlich sind, sind selbst unzufrieden.
Zum einen erschweren die vorfindlichen institutionellen und materiellen Rahmenbedingungen die Realisieruing al-
ternativer Ansatze in der Lehre. Zum anderen aber besteht Unsicherheit, in welche Richtung Reformschritte tiber-
haupt gelenkt werden kénnten. Es fehlen konzeptionelle Entwirfe, an denen sich eine Reform orientieren kénnte.

Mein hier vorgestelltes Konzept will ein Beitrag zu solchen konzeptionellen Entwiirfen sein. Dabei sei
nochmals darauf hingewiesen, dal} dieser nicht zu einer Niveausenkung der Lehrerausbildung fihren
wirde — im Gegenteil!
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FuBnoten

vgl. [Bruns et. al. 1994] und [Hischer 1994 c, d]
[Schupp 1991, S. 5]

zum ,Kalkulieren® vgl. [Hischer 1996]

vgl. [Hischer 1992]

Und so stellt sich ja auch die Frage, wer beim Schachspiel eines Menschen ,gegen* einen Computer eigentlich der ,Gegner”
ist ...

[Schupp 1991]

Z. B. der Taschencomputer TI-92. Die folgende Abb. 2 wurde mit GEOLOG erstellt.

Programm GEOEXPERT von Gerhard Holland. Bonn: Dimmler Verlag, 1994.

[Devlin 1990, S. 173]

in [Behnke 1961, S. ], Hervorhebung von mir

[Buchberger 1989]

TI-92 von Texas Instruments

[Buchberger 1989]

Das ist Ubrigens typisch fiir Technik: Die Geschichte der Technik ist namlich zugleich eine Geschichte der ,Auslage-
rung“ von mechanischen Fahigkeiten des Menschen auf Gerate und Maschinen. Als besondere Qualitat liegt hier nun
vor, daf} erstmals solche Fahigkeiten auf Maschinen Ubertragen werden, die bisher den menschlichen Geistesleistun-
gen vorbehalten schienen!

[Hischer 1991]

Vgl. [Zimmerli 1989, S. 84-85]; dort Hinweis auf Scheler, Max, 1926: Mensch und Geschichte. In: Ders.: Gesammelte
Werke, Bd. 9, Bern/Minchen 1976, S.120; Scheler hatte hier neben dem ,homo faber* vier weitere Menschenbilder un-
terschieden; Zimmerli differenziert in seinen Untersuchungen den homo faber schlieflich aus zum ,homo faber sapiens
ignoransque, omnipotens sed abstinens®, also der ,Mensch als schaffendes, weises, jedoch unwissendes Wesen, all-
méchtig, aber zuriickhaltend”. Das ist nattirlich normativ zu sehen.

[Zimmerli 1989, S. 95]

[Ruprecht 1989, S. 38-39]

[Huizinga 1997]

vgl. [Hischer 1995] und [Knechtel 1995]; diese Vorstellung von ,Spiel” ist Gbrigens das vorldufige Ergebnis eines Aus-
handlungsprozesses innerhalb eine Gruppe von Mathematikdidaktikern, bei der ich mitgewirkt habe.

vgl. [Hischer 1991, 1994c, 1995]

vgl. [Hischer 1991]

So sei hier exemplarisch der Katalog von Hans Werner Heymann zu fundamentalen Ideen der Mathematik genannt
([Heymann 1995]): Idee der Zahl, des Messens, des funktionalen Zusammenhangs, des rdumlichen Strukturierens, des
Algorithmus, des mathematischen Modellierens. Daneben bieten auch die Verflugbarkeit sowohl informationstechni-
scher Systeme als auch informatischer Methoden und Ideen auf sehr unterschiedlichen Ebenen Ansatzpunkte, solche
allgemeinen Ziele eines kiinftigen Mathematikunterrichts zu entwickeln.

vgl. [Ausubel 1974, Bd. |, S. 140]

vgl. [Winkelmann 1992]

Hier kénnte ggf. noch ein Zitat von Freudenthal aus dem Jahre 1973 ergénzt werden, ohne damit behaupten zu wollen,
daR seine damalige Kritik heute noch zutreffend ist:

Jl.-.] SO macht es der Physiker, so macht es wohl auch jeder Mathematiker, wenn er derartige Probleme im stillen
Kammerlein angreift. So doziert der Physiker Physik, im VollbewuBtsein seines guten Rechts oder schuldbewuft, je
nachdem, ob er die Mathematik souverédn beherrscht oder von ihr frustriert wird. Unter den Mathematikern, die dazu
imstande wéren, Mathematik zu lehren, wie sie der Physiker anwendet, gibt es nur wenige, die es wiinschenswert fin-
den, daB der Student diese Mathematik kennen lernt, und noch weniger, die den Mut haben, sie ihm vorzusetzen. Auf
das Gymnasium wird von der Universitdtsmathemetik her ein starker Druck in abstrakter Richtung ausgelibt, der von
der Analysis, wie sie angewandt wird, weggerichtet ist [...] Ich weil, dal8 es Mathematiklehrern schwer féllt, etwas zu
unterrichten, das nicht sduberlich nach Definition, Voraussetzung, Behauptung, Beweis gegliedert ist; wie man es dann
doch macht, kann man vom Physiker lernen [...] Der Student sollte es denn auch beim Mathematiker lernen, damit er
nicht in der Physik-Vorlesung mit offenem Mund dasitzen muf8, und der Schiiler sollte friihzeitig auf diese Methode vor-
bereitet werden. Es ist ein ganz unhaltbarer Zustand, wenn der Mathematiker eine nicht anwendbare Mathematik unter-
richtet und der Physiker eine Mathematik anwendet, die vom Mathematiker nicht unterrichtet worden ist.”

[Biehler & Heymann & Winkelmann 1995, S. 7-8]



