® Brauchen wir neue Ziele und Inhalte eines
kinftigen Mathematikunterrichts im
Zusammenhang mit der Akzentuierung

.fundamentaler Ideen“?

Horst Hischer, Braunschweig

Der lernzielorientierte Unterricht wird angesichts einer notwendigen Schiilerorientierung
und erforderlicher flexibler Unterrichtsgestaltung hoffentlich auch amtlich bald zu Grabe
getragen, gleichwohl werden auch weiterhin Unterrichtsziele benétigt, die eine Orientie-
rung padagogischen Handelns ermdéglichen. Fundamentale Ideen einer Disziplin kénnen
hilfreich sein, um solche Ziele eines Unterrichtsfachs diskursiv zu formulieren. Die Ver-
fugbarkeit sowohl informationstechnischer Systeme als auch informatischer Methoden
und Ideen bietet auf sehr unterschiedlichen Ebenen Ansatzpunkte, derartige Ziele im
Wechselspiel mit fundamentalen Ideen zu entwickeln.

1 Vorbemerkung

Die Bildungsreform der friihen siebziger Jah-
re bescherte uns aus einem Ubertriebenen
Objektivitdtsanspruch heraus in Verbindung
mit dem Konzept der ,Wissenschaftsorien-
tierung” den sog. ,lernzielorientierten Unter-
richt, der bis heute noch immer Lehrplane,
Richtlinien und den Sprachgebrauch in fach-
didaktischen Publikationen dominiert. Dabei
hat die Allgemeine P&adagogik l&ngst Ab-
schied von diesem Konzept genommen, aber
es gilt wohl tatsachlich das von Gunter Ha-
nisch 1991 hier in Wolfenbuttel so genannte
x2didaktische Tragheitsprinzip“.

Ohne diesen Aspekt hier weiter zu vertiefen,
mdchte ich die Hoffnung aussprechen, dafd
der ,lernzielorientierte Unterricht” angesichts
eines gebotenen emanzipatorischen Unter-
richtskonzepts — und damit einhergehend:
einer dringend notwendigen Schulerorien-
tierung und erforderlicher flexibler Unter-
richtsgestaltung — hoffentlich auch amtlich
bald zu Grabe getragen wird. Gleichwohl
werden wir aber auch weiterhin Unterrichts-
ziele bendétigen, die eine Orientierung pada-
gogischen Handelns ermdglichen, die jedoch
nicht im Sinne einer Operationalisierung, al-
so eines Kkleinschrittigen abprufbaren End-
verhaltens formuliert sind, sondern die viel-
mehr bewuf3t einem offenen, schilerorien-
tierten Unterricht dienen.

Anerkannte Unterrichtskonzepte wie etwa
.entdeckendes Lernen® oder ,problemorien-
tierter Zugang“ sind auch gar nicht lernziel-
orientiert denkbar, denn sonst ware es ja nur
noch ,nachvollziehendes Lernen”.

Dieses vorausgeschickt, wollen wir nun in
dieser Arbeitsgruppe uber neue Ziele und In-
halte des Mathematikunterrichts nachdenken
und uns dabei im Sinne unseres Tagungs-
themas vom Konzept .fundamentaler Ideen”
begleiten lassen. Denn ich denke, dal3 die-
ses — zugegebenermalen zundchst vage
Konzept — hilfreich sein kann bei der Ent-
wicklung solcher Ziele.

Um Uber neue Ziele und Inhalte eines kiinfti-
gen Mathematikunterrichts reflektieren zu
kdénnen, bedarf es sicherlich zweierlei:

o Die bisherigen Ziele sind bewuf3t zu ma-
chen, wobei man hier unterscheiden wird
zwischen solchen, die erreichbar waren
bzw. sind und solchen, die nur eingefor-
dert wurden, im wesentlichen jedoch stets
nur Programm waren und sind (,Lehrplan-
lyrik®).

e Und danach wird man Grinde daflr dar-
zulegen haben, weshalb denn welche die-
ser Ziele entbehrlich sein werden — dies
ist das Thema einer anderen Arbeitsgrup-
pe — und welche neuen Ziele denn in
den Katalog aufzunehmen seien — und
dieser Aufgabe wollen wir uns widmen,
wenngleich wir sie wohl auch wahrend
dieser Tagung kaum |6sen werden, son-
dern nur ,andenken“ kdnnen.

Die im ersten Punkt genannte Bestandsauf-
nahme konnen wir hier nicht leisten. Wir
werden jedoch hier jeder fur uns die Ziel-
setzungen und Inhaltskataloge der Lehrplane
und Richtlinien der einzelnen Kultusver-
waltungen mitdenken, ferner ggf. auch ein-
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schlagige Publikationen von Fachdidaktikern
und Padagogen (vgl. etwa die Hinweise von
[Herget 1994] auf Winter 1975, Bigalke 1976,
Tietze/Klika/Wolpers 1982 und Weigand
1993).

Auf der Basis dieses ,Vorwissens" haben wir
alle womdbglich Ahnungen, Vorstellungen
oder gar Konzepte, welche Ziele und Inhalte
wir fir entbehrlich halten bzw. welche neuen
Ziele und Inhalte wir uns fir einen kinftigen
Mathematikunterricht wiinschen.

Genau Letzteres fihrt uns hier zusammen:
Lassen Sie uns also dariiber nachdenken,
welche Zielperspektiven uns hier weshalb
vorschweben. Zunachst erdffne ich diesen
Reigen mit eigenen Ideen, die ich damit zu-
gleich zur Diskussion stelle.

2 Ubersicht

Und zwar sehe ich vor allem folgende Berei-
che, die zu neuen Zielen und Inhalten eines
kiinftigen Mathematikunterrichts fihren kénn-
ten bzw. sogar sollten:

o Mathematik als Spiel — ,homo ludens*

— Ausgestaltung von zu erwartenden
Freirdumen zu ,Spielrdumen*

— Vom ,Trivialisierer* zu mehr MulR3e im
Unterricht (nicht auf Nutzen gerichtet)

e Mathematik als Technologie — ,homo fa-
ber”

— Anwendbarkeit der Mathematik
(auf Nutzen gerichtet — ,Nutzlichkeits-
aspekt®)

— kritische Reflexion der Anwendbarkeit
(Verantwortlichkeit, ethische Fragen)

e Der Computer als Werkzeug in der Ma-
thematik

— Einzug experimenteller Methoden in
die Mathematik (,Entdecker*)

— Deduktionssysteme und formales Be-
weisen (,Beweiser")

e Grenzen der Anwendbarkeit von Mathe-
matik

— Mathematik und Sprache (KI)
— Mathematik und Logik (Fuzzy Logic)
— Wissen und Beweisbarkeit (Godel)

e Fundamentale Ideen der Mathematik (und
Informatik)

e Geschichte der Mathematik als didakti-
sche Leitlinie

— Begriffsgenese

— ldeengenese

Die hiermit verbundenen Vorstellungen seien
im folgenden skizziert.

3  Vom ,Trivialisierer” zu , mehr
MufRe* im Unterricht

Die sog. ,Wissenschaftsorientierung des
Unterrichts, die uns Anfang der siebziger
Jahre der Deutsche Bildungsrat beschert hat,
fuhrte im Zusammenhang mit der damals
(und auch heute in den Rahmenrichtlinien
und der Lehrerausbildung z. T. noch immer)
vorhandenen ,Lernzielorientierung” zu einer
kognitiven Ubertonung des Unterrichts (Ver-
kopfung), die als fatal bezeichnet werden
muf3. Zu dieser Einschatzung passen neuere
Uberlegungen des Erziehungswissenschaft-
lers Horst Ruprecht, die er unter Anknipfung
an llya Prigogine der Beziehung zwischen
Evolution und Padagogik widmet.

Und zwar weist Ruprecht darauf hin, dal3 ein
wesentliches Merkmal der Evolution in einer
permanenten Erh6éhung der Komplexitat in
der Welt gesehen werden kénne. Dieses fih-
re dazu, daf3 nur die hoher entwickelten Le-
bewesen eine spielerische Entwicklungs-
phase durchlaufen wirden. Insbesondere
zeige sich, dall sowohl Dauer als auch In-
tensitat des Spiels geradezu ein Charakteris-
tikum fur die Hohe der Evolution seien. In
diesem Denkmodell Ruprechts erscheint
dann der Mensch ,als das am langsten spie-
lende und am meisten des Spielens bedurfti-
ge Wesen".

Ruprecht leitet hieraus die Forderung ab,
dall das Bildungsangebot der Schulen von
seinen ,sklerotisierenden Ruckstanden“ be-
freit werden misse, um sich in allen Fachern
wieder fur die ,Spiel-Rdume des Denkens*
zu 6ffnen. Er erinnert dabei nachdriicklich an
die urspriingliche Bedeutung von ,Schule”,
die im griechischen ,scholé” fur ,Muf3e* zu
finden ist. Auch fir den Mathematikunterricht
entstiinden demgemald besondere Aufga-
ben: ,Mathematik ist ein grandioses Spiel
des Geistes, und als solches mufite sie in
den Schulen erscheinen.”

Folgt man meiner Einschatzung, dal} auf-
grund der kunftigen Verfligbarkeit von ,Tri-
vialisierern“ (zumindest in der Gesellschaft;
nicht notwendig auch im Unterricht!) klassi-
sche, kalkulhafte Bereiche des herkémm-
lichen Mathematikunterrichts bis hin zur Be-
deutungslosigkeit verkimmern, so ergibt sich
aufgrund der dann entstehenden ,Freirdume*
eine Mdglichkeit zu deren Ausgestaltung zu
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»Spielrdaumen” im Sinne Ruprechts und damit
zur Realisierung der dringend erforderlichen
MufRe im Unterricht — dieses zugleich im
Sinne einer Offnung des Unterrichts hin zu
schilerorientierter Individualisierung (vgl. et-
wa die heutigen Allgemeinbildungskonzepte
von Klafki und Heymann).

4 Mathematik als Technologie

Die Mathematik entwickelt sich mit stei-
gender Tendenz zu einem unentbehrlichen
Werkzeug in Wissenschaft und Gesellschaft.
Insbesondere entsteht ein neuer Zweig der
Mathematik, der mit dem klassischen, aber
bereits belegten Begriff ,Angewandte Ma-
thematik® nur unzureichend beschrieben
wird. In diesem extrem anwendungsorientier-
ten Zweig gibt es Richtungen mit Bezeich-
nungen wie ,Technomathematik®, ,Industrie-
mathematik* und ,Wissenschaftliches Rech-
nen“, und gemeinsam ist ihnen, daf sie als
neue mathematische Disziplinen ,gegen
elementare Regeln und Normen der scientific
community” versto3en, und zwar durch die
~verwendung heuristischer oder experimen-
teller Methoden“ (wie es der dsterreichische
Mathematiker und Soziologe Ernst Kotzmann
formuliert).

Kotzmann mahnt an, daf3 die Mathematik da-
mit die Rolle einer Technologie im philoso-
phisch-sozialwissenschaftlichen Sinn Uber-
nehme und somit Fragen der Technikfolgen-
abschatzung (bzw. genauer: der Technikge-
staltung) in ihre Aktivitaten miteinbeziehen
misse, indem er folgert:

.Dann wird es auch notwendig, in die Tech-
nikfolgenabschatzung auch die Abschéatzung
der Risiken und Folgen mathematischer Akti-
vitdten miteinzubeziehen. Damit eréffnet sich
fur die Mathematik die Chance zu einer kriti-
schen Betrachtungsweise, wie sie der Tech-
nik und den Naturwissenschaften schon seit
langerem von einer breiten Offentlichkeit
entgegengebracht wird."

Mathematiker kdnnen sich damit nicht ein-
fach in eine verantwortungsfreie Nische zu-
rickziehen! Entsprechend werden in diesem
Sinne Ziele (auch) fur einen kunftigen Ma-
thematikunterricht zu entwickeln sein. Erste
Ansatze hierzu liegen in ,allgemeinen Zielen
einer informations- und kommunikations-
technologischen Bildung“ vor, wie sie z. B. in
Niedersachsen im Rahmen des Bildungs-
projekts ,Neue Technologien und Schule*
entwickelt und z. B. im Modellversuch ,Ethik
und Neue Technologien“ fur einige Facher
bzw. Themen z. T. bereits konkretisiert wur-
den.

Es sind also fir einen kinftigen Mathematik-
unterricht u. a. auch derartige Ziele zu ent-
wickeln und exemplarisch durch Themen und
Inhalte zu konkretisieren, damit die Schiler-
innen und Schiler einerseits erleben kdnnen,
in welcher Weise Mathematik tatsachlich
anwendbar ist, sie aber auch erfahren, daf3
die ethische Frage nach der Verantwortlich-
keit fir die Folgen des eigenen und kollekti-
ven Tuns sich auch und gerade fur den Ma-
thematiker stellt.

5 Computer als Werkzeug in der
Mathematik

Mit dem Computer liegt fir die mathema-
tische Forschung ein neuartiges Werkzeug
vor, und zwar fur eine experimentelle Ma-
thematik, die es — zumindest in dieser Aus-
pragung — in der ,Vor-Computer-Ara“ nicht
gab. So kann man uber das Spielen mit For-
meln und insbesondere mit Algorithmen ma-
thematische Zusammenhénge heuristisch
entdecken und Theorien in Wechselwirkung
mit dem Computerexperiment entwickeln.
Beispiele dafur sind etwa die Chaos-Theorie,
die Fraktale Geometrie und die Theorie dy-
namischer Systeme, die seit einiger Zeit viel-
fach Anlal auch didaktischer Untersu-
chungen sind.

Ein kinftiger Mathematikunterricht wird sol-
che Aspekte den Schilerinnen und Schilern
nicht vorenthalten dirfen, ihnen dazu aber
notwendigerweise auch eigene Erfahrungen
ermoglichen muissen. Hierzu wird eine ent-
sprechende Ausstattung aus Hard- und Soft-
ware erforderlich sein, die méglicherweise
kiinftig vorzugsweise aus (standig verfigba-
ren) graphikfahigen Taschencomputern (in
Kirze auch mit symbolischen Verarbeitungs-
moglichkeiten) und wohl weniger aus (nur
selten verfugbaren) Tischcomputern beste-
hen wird.

Ein Unterricht, der diesen Aspekt des ,Ent-
deckers" aufgreift, wird jedoch auch die Mdg-
lichkeiten und Grenzen der Erkenntnisge-
winnung mittels solcher Werkzeuge zu re-
flektieren haben, um allgemeinbildenden An-
sprichen genligen zu kdnnen. In geeigneter
Weise mul3 den Schilerinnen und Schilern
auch vermittelt werden, dal3 ein mit sog.
.klnstlicher Intelligenz" ausgestatteter Com-
puter auch als ,Beweiser benutzt werden
kann, und zwar fir formal-logische Beweise.
Hierbei wird eine deutliche Abgrenzung ge-
geniber der dem Menschen vorbehaltenen
Methode des Argumentierens, Begrindens
und Widerlegens vorzunehmen sein.
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6 Grenzen der Anwendbarkeit
von Mathematik

6.1 Mathematik und Sprache

Wenn die Mathematik in Bereiche der Real-
wissenschaften und auch in praktische Wis-
senschaften Einzug halt und verallgemeinert:
wenn Mathematik angewendet wird, so treten
Kommunikationsprobleme auf, die nicht nur
mit Unterschieden der jeweiligen Fachspra-
chen, sondern dartber hinaus mit Unter-
schieden zwischen der formalmathemati-
schen und der naturlichen Sprache zusam-
menhangen. Man wirde heute sagen, die
»Schnittstellen® missen angepaldt werden.
Hierbei zeigen sich aber Grenzen der Ma-
thematisierbarkeit und damit der Anwend-
barkeit von Mathematik, und das fiihrt uns zu
dem Forschungsgebiet der ,Kunstlichen In-
telligenz" (Kl), die eine typisch technologi-
sche Disziplin mit den Aspekten Forschung
und Entwicklung ist. Im Rahmen der KI-
Forschung erweist sich namlich die Erfor-
schung der menschlichen, natirlichen Spra-
che als schwierige Aufgabe. Denn wéhrend
die Mathematik — wie auch andere Wissen-
schaften — von der Eindeutigkeit der Begrif-
fe und Aussagen lebt, ist die natlrliche Spra-
che durch Polysemantik gekennzeichnet,
weiterhin z. B. durch Vagheit und elliptische
Verkirzung.

So wird man also vom Selbstverstandnis der
Mathematik her in ganz besonderer Weise
zu bericksichtigen haben, daf3 der mathe-
matische Denkstil, der von klarer Begrifflich-
keit und zweiwertiger Logik — also dem ,ter-
tium non datur® — gepragt ist, grofRartige
Leistungen zu erbringen vermag, daf} es da-
neben aber auch andere Denkstile gibt, die
das Menschsein im ganzen erst ausmachen.
Beispielsweise die Dichtung lebt geradezu
von den eben genannten Eigenschaften der
natirlichen Sprache, denn Dichtung will indi-
viduell gedeutet und interpretiert werden
(,Hermeneutik). Es geht somit um Achtung
des andersartigen Denkstils, und dieses muf3
auch Schilerinnen und Schilern vermittelt
werden!

6.2 Mathematik und Logik
(,Fuzzy Logic")

Seit etwa 30 Jahren hat der amerikanische
Mathematiker und Informatiker Lotfi Zadeh
seine sog. ,Fuzzy Logic" entwickelt, um ,mit
der Ungenauigkeit der realen Welt fertig zu
werden®. Er fuhrt hierzu aus, dal3 diese neu-
artige Logik ein System bilde, das hinrei-
chend flexibel und ausdrucksreich sei, um
einen Rahmen fiir die Semantik natirlicher
Sprachen zu liefern und damit deren Vaghei-

ten zu erfassen. Ich nenne sie daher Vage
Logik.

Zusammenfassend besteht seine Idee in fol-
gendem: Die Aussagen der natirlichen Spra-
che und die Informationen Uber die reale,
uns umgebende Welt sind in der Regel vage,
ungenau und unscharf. Mit Hilfe der Vagen
Logik, die sich auf Vage Mengen, Vage
Quantoren und vage Wabhrscheinlichkeiten
stiitzt, sollen diese Vagheiten formal erfal3t
und mittels SchluRfolgerungsregeln zu neuen
Informationen verarbeitet werden. Diese Er-
gebnisinformationen sind naturgemaf eben-
falls vage.

In der Fachpresse wird berichtet, dal3 diese
Vage Logik mittlerweile durch eine enspre-
chende Vage Regelungstechnik (,Fuzzy
Control) erfolgreich angewendet wird. Jen-
seits einer Bewertung dieser Vagen Logik
hinsichtlich ihrer Seriositdt und Wirtschaft-
lichkeit ist jedoch in bezug auf Ziele eines
kiinftigen Mathematikunterrichts folgendes
festzuhalten: Wir missen uns bewuf3t sein,
wie einseitig doch die von uns Ublicherweise
verwendete Logik ist und wie weit sie von der
Logik der naturlichen Sprache entfernt ist.
Damit kbénnen wir uns — und vor allem un-
sere Schiler! — davor bewahren, die Még-
lichkeiten des mathematischen Denkstils im
Diskurs mit anderen zu Uberschatzen. Ein-
sicht in die Grenzen fihrt zugleich zu einer
Starkung der eigenen Mdglichkeiten.

6.3 Wissen und Beweisbarkeit

Im Zusammenhang mit der Bewuf3tmachung
der eigenen Grenzen muf3 noch die — nicht
neue — Erkenntnis erwdhnt werden, dalR der
Mathematik als Mittel zur Wahrheitsfindung
deutliche Grenzen gesetzt sind. So besagt ja
der Unvollstandigkeitssatz von Kurt Gédel
aus dem Jahre 1931, dal3 es mathematische
Behauptungen gibt, die weder bewiesen
noch widerlegt werden kénnen, was bedeu-
tet, dal} eine derartige unentscheidbare Be-
hauptung nicht als letzte Aussage irgendein-
es Beweises erscheinen kann. Daraus folgt,
dall sich die Auffassung mathematischer
Wahrheit von der Auffassung mathema-
tischer Beweisbarkeit unterscheidet. Die ent-
scheidende erkenntnistheoretische Schlul3-
folgerung hieraus ist bekanntlich, dal3 die
mathematischen Systeme formalen Denkens
nicht stark genug sind, alles zu beweisen,
was wabhr ist. Das bedeutet nun, dal3 es ein
Wissen gibt, das nicht aus dem formalen
Denken resultiert!

Auch diese Grenzen der Anwendbarkeit von
Mathematik mifRten sich in einem kinftigen
Mathematikunterricht niederschlagen.
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7 Fundamentale Ideen

Da dieses das Leitthema unserer Tagung ist,
sei nur folgendes angerissen: Der von mir
prognostizierten Sinnkrise des Mathematik-
unterrichts kann wohl nur dadurch erfolgreich
begegnet werden, dalR energische Anstren-
gungen zur Formulierung fundamentaler
Ideen im Rahmen eines rationalen Diskurses
unternommen werden. Hierbei sehe ich die
Notwendigkeit der Einbeziehung fundamen-
taler Ideen auch der Informatik in diesen Dis-
kurs, um dann mdglicherweise Ziele eines
kunftigen Mathematikunterrichts um einen
Kern aus fundamentalen Ideen beider Diszi-
plinen (als den gemeinsamen Bezugswissen-
schaften) zu entwickeln.

Beispielhaft mdchte ich den Katalog von
Heymann zu fundamentalen Ideen der Ma-
thematik nennen:

o |dee der Zahl

e |dee des Messens

¢ Idee des funktionalen Zusammenhangs
e |dee des raumlichen Strukturierens

o |dee des Algorithmus

¢ |dee des mathematischen Modellierens

Dieser hier dargestellte Katalog kann fir uns
eine Diskussionsgrundlage sein, denn ich
vertrete die These:

Fundamentale Ideen einer Disziplin kdnnen
helfen, allgemeine Ziele eines Unterrichts-
fachs diskursiv zu formulieren.

Neben dem Katalog von Heymann fir den
Mathematikunterricht bieten auch die Verfug-
barkeit sowohl informationstechnischer Sys-
teme als auch informatischer Methoden und
Ideen — wvgl. Schwill — auf sehr unter-
schiedlichen Ebenen Ansatzpunkte, solche
allgemeinen Ziele eines kinftigen Mathema-
tikunterrichts zu entwickeln.

Die von mir bisher genannten Bereiche sind
in diesem Sinne zu verstehen. Ein weiterer,
gar nicht mehr vordergriindig mit Computer
und Informatik zusammenhéngender sei ab-
schlieend skizziert:

8 Geschichte der Mathematik als
didaktische Leitlinie

Durch ein kinftig zu erwartendes Zurick-
treten kalkilorientierter Phasen des Mathe-
matikunterrichts werden Freirdume entste-
hen, die im Sinne der genannten Aspekte un-
ter Einbeziehung fundamentaler Ideen zu fil-
len sind und diesem Unterricht einen (ge-
genlber jetzt) starkeren philosophisch-
erkenntnistheoretischen Aspekt verleihen

kénnen. Der Mathematikunterricht kann und
wird damit wohl schwerer werden. Zur kriti-
schen Reflexion der verwendeten Methoden
und Werkzeuge, aber auch zur Wirdigung
der zweifellos seit Anbeginn spielerischen
Aspekte mathematischen Tuns gehdrt aber
notwendig ein Blick in die historische Ent-
wicklung der Begriffe und Ideen.

In diesem Sinn kann ,Geschichte der Mathe-
matik“ ein spannender didaktischer Aspekt
zur methodischen Gestaltung von Unterricht
sein. Und zwar wird durch eine solche ,histo-
rische Verankerung“ eine innermathe-
matische Beziehungshaltigkeit (Freudenthal,
Wittmann) unter kulturhistorischem Aspekt
erreicht.

Viele Beispiele zur historischen Verankerung
sind denkbar, etwa folgende Themen aus
dem Bereich der (propadeutischen) Analysis:
Entdeckung der Irrationalitit am Penta-
gramm; historisch orientierte Einflhrung von
Grundbegriffen der Analysis wie ,Stetigkeit",
.arenzwert”, ,Differenzierbarkeit* und ,Inte-
grierbarkeit’; ,Kurve“ (z. B. die Quadratrix);
Leibnizsches Differential bei Integrationen
(Rotationsvolumen, Bogenlange); Summe ei-
ner geometrischen Reihe nach Torricelli; Fi-
gurierte Zahlen, Folgen und Reihen; Mittel-
werte, Folgen und Algorithmen; Zahlendrei-
ecke; Approximationsalgorithmen(zurtickge-
hend bis auf den Babylonischen Algorith-
mus); Kreisquadratur und Winkeldreiteilung
mit Hilfe der Archimedischen Spirale (oder
der Quadratrix); ...

Dabei geht es dann nicht primar um neue In-
halte, sondern um eine andere Sichtweise
geeigneter Themenbereiche.
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