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Horst Hischer, Braunschweig

Mittelwerte, Algorithmen und Folgen -

ein Beispiel beziehungshaltigen Unterrichts durch ,historische Verankerung*

1 Einleitung
Algorithmen spielen im Mathematikunterricht — im Gegensatz zum Informatikunterricht — eher
eine untergeordnete Rolle, obwohl sie zu den mathematischen Urbestdnden - insbesondere zu

den ,fundamentalen Ideen® der Mathematik — gehéren. Denn wenn zwar die Bezeichung ,Algo-
rithmus® ihre Wurzeln erst im 9. Jhdt. hat, so hat der Algorithmus als Verfahren eine weit langere
Tradition, wie wir z. B. an dem rund 2500 Jahre alten ,Euklidischen Algorithmus* zur ggT-Bestim-
mung sehen, der auch ,Wechselwegnahme" hei8t (vgl. [Hischer 1994a)), ferner an dem rund 4500
Jahre alten ,Babylonischen Algorithmus*, welcher in astromischen Zusammenhangen der Quadrat-
wurzelapproximation diente, oder an dem archimedischen Algorithmus zur Approximation von .

Ebenfalls bei den Babyloniern - also vor 4500 Jahren - traten bereits ,Mittelwerte* auf, und zwar
im Zusammenhang mit dem von ihnen benutzten Algorithmus, und die Pythagoreer haben spater
Mittelwerte aus Sicht ihrer Proportionenlehre systematisch untersucht.

Auch den Mitteiwerten wird im Mathematikunterricht in der Regel nur wenig Aufmerksamkeit ge-
widmet, etwa en passent bei dem arithmetischen (und evtl. dem geometrischen) Mittel, in der Geo-
metrie bei dem Mittelpunkt einer Strecke und bei der Winkelhalbierung, weiterhin in der Analysis
u. U. bei den Mittelwertsadtzen und schlieBlich auch in der Stochastik — wenn sie denn behandelt
wird. Und so spielen Mittelwerte eher eine mittelbare denn eine unmittelbare Rolle im Mathematik-
unterricht. Dabei gibt es interessante didaktische Vorschldge, mit denen Mittelwerte ins Zentrum
des Unterrichts geriickt werden kdnnen, so etwa die gerade erschienene Untersuchung von
[Jahnke 1993] Uber das Simpsonsche Paradoxon (vgl. auch den Beitrag von Meyer in diesem Ta-
gungsband) oder das bereits 1985 erschiene Themenheft von mathematik lehren iiber Mittelwerte
(vgl. [Herget 1985] und [Winter 1985]). Winter stellt hier Mittelwerte ,als eine grundlegende ma-
thematische Idee” heraus — zu Recht, wie ich meine. In diesem Sinn gehéren wohl auch Mittel-
werte zu den ,fundamentalen |deen* der Mathematik.

Etwas anders verhélt es sich dagegen mit den Folgen, die zwar als mathematischer Begriff erst im
Zusammenhang mit der Entwicklung der Analysis entstanden sind, inhaltlich jedoch bereits eben-
falls in der Antike auftraten und heute zweifelsfrei zu den fundamentalen |deen der Mathematik ge-
héren. Folgen spielen ndmlich in der Regel im Mathematikunterricht, verglichen mit Mittelwerten
und Algorithmen, eine relativ groBe eigenstdndige Rolle, und zwar einerseits im Analysisunterricht
der Oberstufe — hier zumindest aus praktischen Griinden der Grenzwertberechnung — und ande-
rerseits aber auch propadeutisch in den Klassen 9 und 10, etwa bei Intervallschachtelungen. (Aller-
dings mahnt Weigand in seinem Beitrag in diesem Tagungsband zu Recht eine noch stérkere Be-
riicksichtigung des Folgenbegriffs an.)

Und hier sehen wir auch sofort Zusammenhange zu Algorithmen und Mittelwerten, und mein Ziel
wird es sein, exemplarisch ein Unterrichtskonzept vorzustellen, mit dem solche Zusammenhange
aufgedeckt werden, um damit eine beziehungshaltige Begegnung mit den Begriffen Mittelwert*,
LAlgorithmus* und ,Folge" unter einem gemeinsamen Blickwinkel zu eméglichen.

Fir diesen gemeinsamen Blickwinkel schlage ich eine mathematikhistorische Orientierung vor, die
ich an anderer Stelle ,Historische Verankerung“ genannt habe. Hierduch wird eine ,innermathema-
tische Beziehungshaltigkeit“ erreicht, die eine Belegqung der methodischen Variablen ,Verbindung®
von [Vollrath 1976] darstellt (vgl. ausfiihrliche Beschreibung in [Hischer 1994a]; erste Hinweise in
[Hischer 1981], detailliertere fachliche Ausfiihrungen in [Hischer/Scheid 1982, 1994]; der Vorschlag
von H. N. Jahnke in diesem Tagungsband verfolgt dagegen eine andere Intention.)

2 Pythagoreische Mittelwerte

Es wird berichtet, daR Pythagoras von seinem Aufenthalt in Mesopotamien die Kenntnis dreier Mit-
telwerte mitgebracht habe, welche von den Babyloniern zur Quadratwurzelapproximation benutzt
wurden, ndmlich das arithmetische, das geometrische und das subkontrdre Mittel. Letzteres wurde
spater vermutlich von einem der jlingeren Pythagoreer, Philolaos (¥ ca. 390 v. Chr.) oder Archytas
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von Tarent (* ca. 428 v. Chr.), in ,harmonisches Mittel* umbenannt. Diese Mittelwerte wurden von
den Pythagoreern im Sinne ihrer Proportioneniehre durch

Gleichheiten zwischen Streckenverhiltnissen charakteri- | | t t i
siert. In heutiger Notation legen wir gemaf Abb. 1 einen 0 a x b
Abschnitt der Zahlengeraden zugrunde, fiir die gesuchten Abb. 1

.Mittelwerte* x gilt dann:

(1)  x ist arithmetisches Mittel von a und b T ; —2_.2  (kurz:x=:Aa, b)
=X @
(2) x ist geometrisches Mittel von a und b T ;“’ =2 (kuz:x = G(a, b)
-X X
(3) x ist harmonisches Mittel von a und b T z'“ =i;- (kurz: x =: H(a, b)
==k
Als Ldsungen* dieser drei Proportionen errechnet man leicht
+b 2ab
Ae,b)=222 | Gla,b)=+ab, H(a,b)= :
2 a+b
Die Entdeckung der ,musikalischen Proportion“ Hia,b) = A(b 5) an schwingenden Saiten fiihrte
a a,

dann wohl zur Namensgebung ,harmonisches Mittel* (vgl. [Boyer 1968]. Die Pythagoreer charakte-
risierten in dhnlicher Weise sieben weitere Mittelwerte (,Mediateten*; vgl. [Boyer 1968]), indem sie
systematisch die Definitionsgleichungen fiir die babylonischen Mitelwerte variierten:

x-a _b x-a_x zx2-a_b x-a_a zx-a_a b-a_b b-a_x
b=x a’' b~x a' b-x x' b-g x' b-a b’ b-x a' b-x a
Als .sinnvolle LOsungen‘ fiir diese sieben weiteren Mittelwerte* ergeben sich der Reihe nach

2 L2 3 L Ad i —a\? )
a’+b” b a+’(b asz' b-a (b “]+b2.%+-z}m.b—(b a)

a+b 2 2 2 2 b
Ty
+L8-9" ynd maxip-a, a).
Theoretisch lassen sich insgesamt 21 derartige Proportionen aufstellen, von denen aber einige we-
gen der Voraussetzung a < x < b sinnlos sind. Einige liefem keine neuen Lésungen, und andere
liefem ,L&sungen®, die identisch a oder identisch b sind und denen damit die Bedeutung eines
.Mittelwerts* gar nicht zugesprochen werden kann. Dennoch gibt es eine elfte Gleichung, welche
merkwurdigerweise von den Pythagoreem nicht angegeben wird, obwohl sie eine neue Lésung und
damit einen elften Mittelwert liefert, der (ber Proportionen erklart ist, nédmlich:

2
b= b mndsritsung, 2.
b-xz =x -a
3 Der Babylonische Algorithmus WAHLE ¢> 0
WAHLE >0

Bei der pythagoreischen Definition der Mittelwerte war 0 < a < b bzw. _ ‘
sogar 0 <a < b vorausgesetzt. Somit miissen auch die linken Seiten | WAHLE a, b> O_m't
der definierenden Gleichungen stets positiv sein, es ist also sogar a<b und ab=c

a < x < b, und daher ergibt sich sofort WIEDER- | 2z := H(a, b)
HOLE b := A(a, b)
a<H(a,b)<G(a,b)< Aa,b)<b . (@) e
Wegen Ala,b)-a=2(b-a)>0 ist 0<Ala,b)-H(a,b)<1(b-a), und i Boad
damit ist durch obige Ungleichungskette ein (abbrechender) Algorith- P e 2
mus gegeben, namlich der Babylonische Algorithmus zur Quadratwur- | AUSGABE 8PProx(ve £):
zelapproximation (Abb. 2; es liegt eine Intervallschachtelung vor). A(a. b)
Abb. 2

4 Der ,Kreis als harmonisch-geometrisches Mittel “

Erste systematische Approximationen der Kreiszahl = verdanken wir bekanntlich Archimedes (287
bis 212 v. Chr.), wenngleich uns durch den Papyrus Rhind, den der Schreiber Ahmes verfalt hat,
dagyptische Naherungswerte bekannt sind, die ca. 4000 bis 5000 Jahre ait sind (vgl. [Boyer 1968]).
Archimedes verwendete bereits Intervallschachtelungen, indem er — in heutiger Sichtweise — re-
kursiv definierte Folgen ein- und umbeschriebener n-Ecke betrachtete und der Rekursionsschritt in
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der Eckenverdoppeiung bestand. Das Verfahren ist bekannt, nume- 2E,
risch aufwendig, und Archimedes vermied bereits — wie ebenfalls E,, = = E,
bekannt ist - durch geschickte Termumformung das Auftreten ‘jz o 4_[ E, J
einer ,Nullkatastrophe*. n
Bezeichnen wir den Umfang des einbeschriebenen n-Ecks mit E, 4U,
und den des umbeschriebenen n-Ecks mit U, so gelten bekanntlich Uan = 3 < Un
die in Abb. 3 aufgefiihrten rekursiven Beziehungen. 2.4+ .4 +fﬂ ]
Diese Gleichungen bzw. Ungleichungen lassen sich durch elemen- \ n
targeometrische Betrachtungen an rechtwinkligen Dreiecken herlei- Abb. 3

ten, und sie begriinden einen entsprechenden Algorithmus zur Ap-

proximation von 2x. Man sollte historisch wiirdigen, daf Archimedes beim Start mit einem Sechs-
eck die Approximation bis zum 96-Eck getrieben hat. Fiir uns ist es ein Leichtes, mittels eines
Computers diesen Algorithmus ,beliebig weit* im Rahmen des numerisch Mdglichen abzuarbeiten,
jedoch bei Verwendung eines nicht-programmierbaren Taschenrechners entsteht eine spirbare

Belasufng. . . E-6: U<-4v3
Daher ist es interessant, dal} spatestens von James Gregory (1638 bis -

1675) folgende elementare Zusammenhinge bewiesen wurden ([Boyer WAHLE £ >0
1968)): Uzn =H(En,Un) und Eh =G(EH,U2,,) (wx) WIEDER- | U:= H(E,U)
Der Kreis wird deshalb auch harmonisch-geometrisches Mittel dieser | HOLE E:=G(E,U)
beiden Polygonfolgen genannt (vgl. [M. Cantor 1900]). BIS U-E<¢
I?iese bgiden auf diese Weisg rekursiv vetschac.htelt. definierten Folgqn AUSGABE approx(m.e):
liefern einen eleganten Algorithmus zur Approximation von =, der in 1
informatischer, folgenfreier Notation in Abb. 4 dargestellt ist. Er ist EA(E'U )
strukturell einfacher als der babylonische Algorithmus, konvergiert aller- ———

dings nicht so schnell wie dieser, ist andererseits ablaufdquivalent mit Abb. 4

dem archimedischen Algorithmus und zugleich numerisch weitaus einfacher zu handhaben als die-
ser. Wie beim babylonischen Algorithmus ergibt sich auch hier die Konvergenz des Verfahrens und

damit das Vorliegen einer Intervallschachtelung ([E,, i ]) fiir 2 aus (»).

Die generierenden Beziehungen (»+) mit dem harmonischen und geometrischen Mittel lassen sich
elementargeometrisch bereits mit Hilfe von Ahnlichkeitsbetrachtungen erschlieBen, sie sind also im
Mathematikunterricht von Jahrgang 9 behandelbar. Es ist allerdings historisch anzumerken, da@
Gregory die Fldcheninhaite der ein- und umbeschriebenen Polygone betrachtete, wahrend Archi-
medes ja Umfangsuntersuchungen durchfiilhrte. Obige Rekursionen gelten aber ebenfalls, wenn
mit E, und U, die entsprechenden Fldcheninhalte bezeichnet werden.

(Interessanterweise fiihte Gregory seine Untersuchungen veraligemeinert an Kegelschnitten
durch, indem er ein Segment betrachtete, das durch Ergénzung einer Tangente parallel zu einer
Sekante verfeinert strukturiert wurde (vgl. [Baron 1969]). Vollzieht man seine Untersuchungen am
Kreis nach, so benétigt man den Satz des Pythagoras, den Strahlensatz und den Katheten- oder
Hohensatz. Sie kénnen also ebenfalls mit den Mittein von Jahrgang 9 gefiihrt werden.

5 Skizze eines Unterrichtsgangs (Jahrgang 11; teilweise auch schon in KI. 9 bzw. 10)

® Motivierender Einstieg iiber 3 Mitteilungen: 25

(1) Die Babyionier kannten sexagesimale Approximationen firv2,2.B. 1+=— .,

(2) Die Babylonier besaRBen dafiir bereits ein Berechnungsverfahren. 0

(3) Pythagoras brachte von den Babyloniem die Kenntnis von drei ,Proportionen* mit, mit denen
sog. Mittelwerte erklart waren; dazu historische Hintergriinde zum Verstandnis der pythagorei-
schen Proportionenlehre (,alles ist Zahl*, vgl. [Hischer/Scheid 1994]).

Erarbeitung 1: Auflésung der Gleichungen nach x, erste Interpretation als ,Mittelwerte”, Ver-
anschaulichung am Kreis nach Pappos (vgl. [Hischer/Scheid 1994]), Namensgebungen ,arith-
metisches Mittel“, ,geometrisches Mittel*, Begriindung des Namens ,harmonisches Mittel” iber
die ,musikalische Proportion" und die ,Harmonie der Wirfeldaten 6, 8, 12. 8 ist ,harmoni-
sches Mittel“ von 6 und 12; Einfiihrung der Bezeichnungen A(a,b), G(a,b) und H(a,b) als zwei-
stellige Funktionen und Ablesen von (+) aus den definierenden Gleichungen fiir 0 <a < b.
Erkennen weiterer funktionaler Eigenschaften, z. B.  G(A(a,b), H(a,b)) = G(a,b) (***),
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1
H(a,b)

® Erarbeitung 2. Babylonischer Algorithmus als Anwendung von (+) und (+=), Erkennen der
Bedeutung fiir die Quadratwurzelapproximation, Intervallschach-
telungseigenschaft, Bestdtigung der babylonischen Sexagesi-
malapproximation, Formulierung des Algorithmus als Diagramm
und Abarbeiten mittels TR oder PC.

® Erarbeitung 3: Nach Hinweis auf Existenz von weiteren analog
definierten pythagoreischen Mittelwerten deren systematische
Nachentdeckung®“; Ansidtze zur Untersuchung dieser 10 bzw.
11 Mittelwerte, auch mittels PC (z. B. Abb. 5, mit Spreadsheet).

® Erarbeitung 4: Algorithmus von Gregory, konkrete Approxima-
tion von .

® Erarbeitung 5: Durch ,Aufeinanderfolgen” der N4dherungswerte der Algorithmen zum Folgen-
begriff. ,arithmetische Folge” als eine, bei der jedes Glied bis auf das erste das arithmetische
Glied der Nachbam ist, entspr. ,geometrische Folge* und ,harmonische Folge®. Analoge Defini-
tion weiterer Folgen mit Hilfe der anderen Mittelwerte (,Mitteiwertfolgen® und experimentelle
Untersuchung. Erkenntnis: rekursive Eigenschaft als wesentlich fiir IN (Peano), vollstdndige In-
duktion, Anwendung.

@ Mitteilung und Erarbeitung 6: Von Punktfiguren der Jungsteinzeit liber figunerte Zahlen und
die heilige Tetraktys zu Summenformein und damit zum Reihenbegriff, speziell arithmetische,
geometrische und harmonische Reihen als Summenfoigen der entsprechenden Folgen, damit
auch Summenfoigen zu anderen Mittelwertfoigen. Uber Klassifikation zu den Begriffen Monoto-
nie, Beschranktheit und Konvergenz.

® Erarbeitung 7: Rickbesinnung auf die ersten Algorithmen: Umformulierung des Babylonischen
Algorithmus in Folgenschreibweise, Entschachtelung und damit Ubergang zum Heronverfah-
ren. Umformulierung des Gregory-Algorithmus in Folgenschreibweise, Approximationsalgonith-
mus von Archimedes und Vergleich mit dem von Gregory. Ggf. Ausweitung der Mittelwertun-
tersuchungen nach den Vorschidgen von Herget und Jahnke.

6 Schiu

Es geht weniger um neue Inhalte als um neue Sichtweisen geeigneter Themenbereiche durch ,hi-
storische Verankerung®. Begiinstigt werden solche methodischen Ansidtze mdglicherweise da-
durch, da® kiinftig aufgrund der Verfilgbarkeit informatischer Methoden klassische, kalkilorientier-
te Unterrichtsphasen an Bedeutung verlieren und somit mehr MuBe zur Fiillung solcher Freirdume
entsteht.

ferner A(—l,%J = und A(ka,kb) = k A(a, b), G(kakb) = ..., H(kakb)= ..

a
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